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Ces Éléments de Trigonométrie sont conformes aux
indications du programme de l'Enseignement secondaire
spécial

;
ils contiennent cependant toutes les connaissances

^exigées pour le baccalauréat es sciences et pour les con-
cours d'admission à toutes les écoles du gouvernement
Gertams détails peuvent être omis dans un cours très- -.
mentaire destiné à initier aux premières notions de U
Trigonométrie; tels sont : les discussions et les diverses
applications qui supposent la connaissance des équations
du second degré.

;
Quelques théories

, ne répondant qu'à des exigences
ipeciales, ont été placées en Appendice. Les élèves assez

fvances pourront les consulter avec fruit : ils y trouve-
ront les solutions de plusieurs questions importantes.
Indépendamment des applications développées dans le

|exte, de nombreux exercices gradués ont été placés à la
pn du Traité pour servir de complément aux divers cha-

et pour familiariser les élèves avec les formules et

I
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les calculs de la Trigonométrie. Ces exercices sont suivis

d'un recueil de problèmes donnés pour la plupart dans

différents examens. Dans les cours où l'on n'a en vue que

l'étude de la Trigonométrie, on pourra résoudre ces pro-

blèmes avec les tables de logarithmes à 5 décimales, qui

permettent d'opérer plus rapidement; mais si l'on se pro-

pose la préparation aux examens, les calculs devront être

faits avec les tables à 7 décimales : car malgré les instruc-

tions ministérielles, qui autorisent les autres tables aux

examens du baccalauréat es sciences , l'usage continue à

prévaloir presque généralement de n'admettre que les

tables à 7 décimales. D'ailleurs, ces tables sont formelle-

ment prescrites dans les concours d'admission à toutes les

écoles du gouvernement, et les données des problèmes les

imposent rigoureusement. Les candidats doivent donc

s'exercer à calculer avec ces tables ( Voir n° 41).
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CHAPITRE I

DES LIGNES TR I G ONG M É TR I Qu E

S

'

§ I- — Notions préliminaires.

Ë:v^.^T-'fr,''^ '" ^'''^'' ^'' mathématiques qui a

ZeXX:^:l t^^r-' ^^ ^'aide du calJ, leJ^m-

Surs <ffW ^ . r ^' ''' '•^''"^^ «°"t ^o"""es, on peut

Ssconn .'";"'''
-f'

*''«-«.""t''«s. pourvu que, parm les^Ué-mfms connus, U y ait au moins un côté.

d^'^'^"^
''^ ^'''"''Ole c'est déterminer la valeur numériaue

taS tr;"?"""^^'"'^"'"^ ' ''' ''«""^«^ suLantes
'

détnuS mi?''P''"^^ '.''^"^''^ O^'-Pf^memcntles triangles

ra«on matérS If"'' w''^

""''""''' inséparables de toute opé-

ne ruUonn.tt' '/
•'«^""^ts «ont toujours peu exacts et l'on

permet cîS ni
^'P'"'"'"'"^ "^^'"""«î ^•'^"d'^ ^I"« le calcul

s£ -rd'apS^ ""'
T'^'f" ^i/îourcuse et d'indiquer le

Tom év^L. P ? ? .'"' ^'''^"'^^ °" peut compter.
^

i^nlia e £^^^^^^^ ^''?

V^" ^'^'^"^ d«« q"-' tités complexes,

^
cmpiace les arcs servant de mesure aux angles par certains

m

ÏÏ
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ranporUqui varient en môme temps que les angles, et auxquels

on donne le non. de rapports trlijonométnqucs ou lonctions

circidah'cs. On peut dire que la Trigonométrie » pour objet U-

tude des fonctions circulaires.

2 Les rapports trigonomêtriques sont au nombre de six,

savoir : le sinus, la tan,jentc, la sécanle, le cosi, is
.

a cotan-

fjente et la cosvcanle. (Ou écrit, pour abréger :
sin., t<j., sec.

COS., cot., coséc.)

Pour on donner une première idée, prenons

un angle AOH, décrivons de son sommet, avec

un rayon arbitraire, l'arc AD; puis abaissons

, d'une des extrémités B une perpendiculaire

\ sur le rayon OA. Le rapport ^ est ce qu'on

,v appelle le sinus de l'arc AH ou de l'angle AOU

Fig. 1. Au point A , élevons une perpendiculair

AT, et prolongeons OB jusqu'à sa rencontre avec cette perpendi-

culaire. Le rapport ^ s'appelle la tangente de l'arc AB ou d.

l'angle AOB, et le rapport ^ s'appelle la sécante.

On appelle cosinus, colangente et oosecan^c d'un arc, 1

sinus, la tangente et la sécante du complément de cet arc; ce

fondions sont désignées sous le nom de fondions compleme.

taires.

^ BP AT
3. L'angle AOB (fig. 1) étant connu, les rapports y^' qâ' a

demeurent invariables ,
quel que soit le rayon.

Par exemple , si du sommet de l'angle

(fig 2), on décrit difTérents arcs AB, A'B'.,

les triangles semblables POB, P'OB'..., do

, BP B'P' BP_Bj
nent évidemment ^=Qgr ou qa^U
=:zsin. AOB. On démontrerait de même q

les autres fonctions trigonométriques

l'angle AOB restent constantes quand

rayon varie.

On peut donc prendre pour unité le rayon d'un cercle qm

conque, et compter sur la circonférence les arcs qui servent

mesure aux angles. Ce cercle de rayon 1 s'appelle cercle trvj

1

i

Fig. 2.
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mméln^jue: il a pour circonlérence 2., et les arcs de !»(^ 1S().
:i70" ont respectivement pour valeur ;,. et '1;^. Dans cette hv-

vante :

i
>

^^ «ts (itiinii de la manière sui-

On appelle TAN OKNTE la partie AT delà
l'M.Kente géoméirique menée à l'une desextrémités de cet arc, et limitée par Je
.-H^von prolongé passant par l'autre extré-

On appelle sécantl; le rayon nmlon.v. ht
''•^'" ^'

centre et la tangente.
P'oionge OT compris entre le

L'are MB étant complémentaire (le l'nrp \u i •

cet arc s'appelle cosiNis deS AM- BS <>»? /
/' ''"''' ^^^ ^'^

OS la COSliCANTE. ' ^^ ^" ^^^ ^^ COTANGKNTl.; et

Remarques. I. Le sinus MV d'un are \\f «o< i

eoivie qui sous-tend un arc double MAM' '
'"'"*'' ^' '^

.
II. A cause deç parallèles Ml» pI nu

lonc définir le cosinus .la parti d^r.?"'
^'^'= ^^' ^" ?«"'

Centre et le pied du sinus!
^'" '*''"P'"*«« «'^^''e le

0. On pourrait aussi rannortpr loc ,iAn •<•

ttométriqu.,.s à celles duS '
1,

''''î"^^''^"«. ^«^ lignes trigo-

a rare AM, on a (fig 3)
''"""'• ^' ^'^"

^^«'S"^' l'""

.sma= MP, cos a= 0P;

1 -^ OA op-c5^;

? co/a=^=MQ-_''o^a
et par suite, cotu=

m d'un cercle qui

arcs qui servent

.ppelle cercle triij

OA OP~cosa-

coséca==^~m^
OB Og—.sm~^'

os

i

(y a'

XI

kl
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Donc, la tangente est le rapport du sinus au cosinus et In

§ II. - Variations des lignes trigonométriques.

ralUé^nTpn'""''
'"' ?"'''''' ^" ^" Trigonométrie toute la géné-ralité quelles comportent, on considère des arcs et des -inl|p«de toute graadeur, positifs et négatifs. A cet effet, on prendt?

le cercle trigonométrique un point fixe
arbitraire A ,fig. 4) appelé origine des
arcs

,
et l'on mène les diamètres rectan-

gu aircG AA', BB'. On suppose ensuite
qu un point mobile M part du point A et

ft,^^".*,
^"'" ^^ circonférence, dans le sensABA

; 1 arc qu'il décrit varie d'une ma-
nière continue. Il est nul quand le point
mobile est en A; mais il croît d'abord de

Fig. 4. 7t

à 2, quandlepoint M parcourt le pre-

mier quadrant AB; puis de ^ à u quand le point M décrit le

deuxième quadrant BA'; ensuite de . à |^ quand il parcourt

le troisième quadrant, et enfin de | à ^2. quand il parcourt le

quatrième quadrant pour revenir au point de départ. On peutconcevoir que le point mobile fait un second tour, pui; uS troi

aH'^Z'!!! ^^'"'T^
^^' ''" "'" ^« «« mouvoir dans le sens

tiaiic AB A ..., on convient d'indiquer ce changement de sens nar

négatif, cet arc peut ainsi aécroître indéfiniment, car une qui-n-
tite^ négative décroît à mesure qu'elle augmente en valeui 2

L'arc est donc une grandeur variable susceptible de prendretoutes les valeurs depuis -oc jusqu'à +oc

Pareill

OM to'ji

AOM; ce

tous les (

droits; c

jusqu'à r

7. Désij

mobile re

circonfér,

arcs parc

^'^-{-a, e

—6Tr+a,
mite' en J

K désigne

8. On ap

I
brirpte est

i

i
son compli

De méu
somme alfj

Si deux
même orig

sont sur u

Tels sont ]

ayant pour
En désig

plément s'é

9. On es
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mier qnadrj

<ives, qunn
Ainsi les

mètre AA' i
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^auclio. En il

l'extrémité
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CHAPITRE I. — DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES 5

AOM; cetanglo avnnt nm,;
«"fn^^'e un angle variable

tous les ét^s deVnndlr f ' "'' ^^*' ^'"'^ ^^'^'^ V^r

droits- en . n ,^S T ' P'"' su'-passer deux droits, quatre

K désigne un nombre en^tier^;a:n,.e;p"o:itf^S""^

8. On appelle arcs complémentaires ceux dont la somme aigé-
brique est égale à ^. Si donc l'un des arcs est supérieur à 90"
son complément est négatif.

mlmoZl- "'? ^"Pl'Jémentaires ont une

sonr.r^'"'^^
(fi^-

S) Jeurs extrémités

avVnt nn ''f'
^^^^ «* ^^^ï'" ^e dernier

ayant pour supplément A'M'= AM

DlelnfT'"* P"' "^ ^'^''^ ^M, son sup-plément s'écrira .-a et son complément—a.
2

comme posiiveso^sJells'ÏÏT '" '^"^^ trigonométriques

mier quadrant AB du ce ilt^T ''"' ^"« ^'^"« '« P'-«-

<ives, çinand elles ont uTstsSrrf''^"' ^^ """^^ "^^-

coUmgentes s^t voâ^ft^:^:^;.:^^'^:- V''fauche. Enfi,. les sécantes et les cosécaî^-'
' -^ '

'^.""«^^'^'^« ''

extrémité de " -
'^^Ji'tcanr

ne est comprise enire le centre et"^.ativos dans le cas contrée: L;:;écSs

positives quand
la tangente,

et les cosécantes

m
ma

m

m

'"7;.'

.^^f
;'>"?<-^,l

, «NlJ'l

•'^iii
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positives passent par l'extrémité de l'arc, tandis que celles ouisont négatives n'y passent pas.
* ^ '

10. Variations du sinus et du cosinus.

1" Sinus. Le point M étante l'origine, l'arc est nul, et le sinuségale zéro; si le point M s'avance de A en B (fig. (i) sur la cir-

lercnce, l'arc croit de à l et le sinus

prend (outcs les valeurs comprises entre
et 1. Si le point M continue à se mou-

voir de B en A', l'arc croît de !^ à u, cl

le sinus décroît de 1 à 0. Si le point M dé-
passe A', le sinus devient négatif, et l'arc

croissant de t^ à ',. . le sinus décroît de

-v-r

'"> '

3u
à —1. Si l'arc croît de ^ à 2n, le sinus reste négatif et croîl

de —1 à 0.

Si Ton fait ensuite croître l'arc indéfiniment au delà d'une
circonférence, le point M revient aux mêmes positions, et le
sinus reprend périodiquement toutes les mêmes valeurs.
On reli'ouverait également les mêmes valeurs, mais dans un

ordre inverse, si le point décrivant M parcourait la circonfé-
rence dans le sens négatif AB'A'.
En résumé, le sinus peut prendre toutes les valeurs comprises

entre —1 et +1 en passant par zéro; il atteint son maximum
quand l'extrémité de l'arc est en B, et son minimum quand l'arc
se termine en B'. Tous les arcs dont l'extrémité est sur le pre-
mier ou sur le deuxième quadrant ont leur sinus positif, tandis
que ceux qui se terminent dans le troisième ou le quatrième
quadrant ont leur sinus négatif.
En désignant par a l'arc AM, on a sin a =Ml\ Tous les arcs

dont 1 extrémité est en M ont également iMP pour sinus. Donc (11° 6),

tî" Cosinus. Le point M étant à l'origine, l'arc est nul et le
cosinus égale 1. Si le point xM décrit l'arc AB, c'est-à-dire si l'arc

croît de à -^, ,
le point P se rapproche du centre et parcourt AO,

par conséquent le cosinus décroît de 1 à 0. De môme si l'arc
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le point M dé-

é^atif, et Viw

lus décroît de

négatif et croîl

au delà d'une

ositions, et lo

valeurs,

mais dans un

it la circonfé-

urs comprises

son maximum
im quand l'arc

st sur le pré-

positif, tandis

le quatrième

Tous les arcs

is.Donc(n°6),

est nul et le

•cVdire si l'arc

parcourt AO.

nêrae si l'arc

I
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croît de
^ à tt, le cosinus devient négatif et décroît de à —1.

^ L'arc croissant de t: à ^, le cosinus croît de —1 à 0; et si l'arc

croît de V à '2n, le cosinus devient positif et croît de à 1.

Quand l'arc croît indéfiniment au delà d'une circonférence le
cosmus reprend les mêmes valeurs et dans le même ordie

'

Le cosinus varie donc entre -1 et +1 en passant par zéro-
Il est positif pour tout arc terminé dans le premier ou dans le
quatrième quadrant, et négatif pour les arcs terminés dans les
deux autres.

On a
.
comme pour le sinus , cas a= cos(2Kt:+ a).

f
Ainsi, le sinus et le cosinus subissent les mêmes variations

do grandeur et de signe; l'ordre seul est différent : ce résuK.it
devait être prévu

, puisque le cosinus d'un arc est le sinus de
lare complémentaire.

M. Variations de la tangente et de la cotangente.

1« Tangente. Lorsque l'arc est nul , la tangente égale zéro.

L'arc croissant depuis jusqu'à 0, la tan-

gente croît indéfiniment. Lorsque le point
M est en B, la sécante et la tangente
étant parallèles, la tangente est infinie;

ainsi
, de à

i'^ la tangente croît de à

H-GC. Si le point M dépasse le point B,
la tangente conserve une valeur absolue
(rès-grande et devient subitement négative;
c'est ce qu'on exprime en disant que, lors-

que l'arc dépasse |, la tangente passe brusquement de-f-cy^ à

—oc.

L'arc croissant de | à t:, la tangente croît de —oc à 0. Ainsi

quand l'arc varie de à ti, la tangente prend toutes les valeurs
depuis —oc jusqu'à +oc, v compris 0.

Si l'arc continue à croître, la tifngente reprend les mêmes
valeurs et dans le même ordre. Elle est positive pour les arcs
termines dans le premier et dans le troisième quadrant, négative
pour les arcs qui se terminent dans les deux autres

•jlJ

m

1

il
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En des.gnnnt l'arc AM par a, on a fga^ivi. Lorsque le pointU^manlpassecn M ou en M,, après avoir parcouru une, cleùx
tio s, etc donii-circonfércnces, dans le sens positif ou dans le

à AT"'Don!;'o!i'J
•"''' '^'""'^' '"' *°"^''"''' ^'"'" ^^"^'"*' ^^^^'

2" Cotangente. La cotangentc d'un arc étant la tan^en^e ducomplément, subit les mc-mes variations do grandeur fene es
P s.t.ve ,lans le premier et le troisième quadrant, et né^titdans les deux autres. o"'-'»'-

La figure 8 montre que l'arc étant
nul, la cotangente est infinie. Quand

l'arc croît de à | , la cotangente dé-

croît de +c^ à 0. De J à7r,ellecon-

tinuc à décroître jusqu'à —oc. Si le
point décrivant dépasse A', la cotan-
gente devient subitement positive et
reprend dans le même ordre les valeurs

B

Fig. 8.

précédentes.

En désignant l'arc AM par a, on a comme précédemment :

cota= cot'\yiT:-\-a).

12. Variations de la sécante et de la cosécante ^

1° Sécante. Lorsquc l'arc est nul, la sécante se confond avec
le rayon; donc «(^'c 0= 1. On voit sur la figure 7 que l'arc crois-

1 SI roii mène iiiic tangente au point J[, on
a évidemment OS= OT, et Ton peut cléHnir la
si^cante Ja partie OS du rai/on prolongé comprise
entre le centre et la tanr/ente menée par l'extré-
miti M (7c l'arc. OR est alors la cosécante do
l'arc AM. Cette nouvelle définition qui tend à
prévaloir aujourd'hui, est une modification tros-
lacureuse

; elle i-end extrêmement simple l'étude
des variations de la sécante et de la cosécante
et permet d'exprimer plus facilement la règle
eon.ventionnclle sur les signes des lignes trigo-
noniétriques -.toutes les lonoueurs comptées sirr
^'^^ ^""^ positives à droite da eenfrp pi niinn

I

sant de

est né^

dépassi

plus pa

nue de

sitive c

prise e

En d

2o c<

nécessa

montre

î deuxièr

Lorsf

décroît

; Quand
i négativ-

a 2 c

décroît

13. L(

suivant

Arc a

Sin a
Cas a

Tmui a

Col a
Séc a

Il Cofiéc a

On pe

des fonc
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. Lorsque le point

rcouru une, deux,
positif ou dans le

V tangente égale

t la tangente du
andeur : elle est

ant, et négative

que l'arc étant

t infinie. Quand

a cotangente do-

it

i.)
a TT, ellecon-

II 'à —oc. Si le

se A', la cotan-

lent positive et

ordre les valeurs

écédemment :

se confond avec

que l'arc crois-

itc au point M, on
l'on peut définir la

i prolonge comprm
menée par l'extré-

irs la cosc^canto de
liiUlou qnl tend à

3 modllication très-

icnt simple l'étude

!t de la cosécanto,

acilemont la règle

s des lignes trigo-

•eurs comptées sur
iii. centre et néga-

tives au-dessus de
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santdeOà
|, la sécante croît de 1 f. +^.. De J au, la sécante

dépasse A et vient, par exemple, en M, , la sécante
, ne passant

plus par l'extrémité de l'arc, est négative; de u à 5^, elle dimi-

nue depuis -1 jusqu'à -x. Enfm de ?? à 2«, elle est po-

En désignant l'arc AM par a . on a :

séca= séc['2KT:~{-a).

;2'^ Cosécante. Les variations de grandeur de cette ligne sont
nécessairement les mêmes que pour la sécante. La fi.'ure 8
montre que la cosécante est positive dans le premier et le
deuxième quadrant

, négative dans les deux autres.

Lorsque l'arc est nul, la cosécante est infinie; de à l, elle

décroîtde+QCài;de
^ à u, elle croît depuis 1 jusqu'à +oc.

Quand le point décrivant dépasse A', elle devient subitement
négative, puisqu'elle ne passe plus par l>extrémité de l'arc; deu

à 2 elle croît depuis -ce jusqu'à -l , et de ^J^ à Stt, elle

décroît de —1 à —oc. On a comme pour la sécante :

coséc a~coscc{2Kn-\~a).

13. Le résultat de cette discussion est résumé dans le tableau
suivant ;

Arc a

Sin a

Cas a
Tang a
Col

'

n

Séc a
Coséc a

1

OC
1

oc

croît

décroît

croît

décroît

croît

décroît

1

=OC

:oC
1

n

décroît décroît

décroît — 1 croît

croît croît

décroît ±OC décroît

décroît — 1 décroît
croît T:oC oroît

.'k

— 1

±OC
(1

+:oC
— 1

2i:

croît

croît 1

croît

d(''croît oc
décroît 1

décroit —oC

On peut embrasser d'un coup d'oeil l'ensemble des variations
des fonctions trigonoraétriques en suivant le tracé de quelques

m

ê'W

mi
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n..(ions du sinus pour un arc compris entre et 2. L'abscisse"

Fig. 10. — Variations du sinus.

»,~.«i ,-i."ti;,T:",ïr..!vr.;r' '• "-

Fig. H. _ Variations du cosinus,

/•ï'^ -rr-

Fig. 12.

Variations do la tangente o| do la

Fig. 13.

cotangento.
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:r-^

.y
!

1

1

1

i

\

t

t

t

J^
K

n
Fig- l*. Fig. 15.

Variations de la sécante et de la cosécante.

14. Résumé. L'étude qui vient d'être faite sur les fonctions
trigonométriques conduit aux remarques suivantes qu'il importe
de bien retenir :

1° Le sinus et le cosinus varient de — i à +1 ; la tang. et
la cotanrj., de —oc à + oc ; mais la séc. et la coscc. n'ont au-
cune valeur entre —1 et +1 , tandis qu'elles admettent toutes
les autres valeurs. Par conséquent, tout nombre compris entre
—1 et 4-1 peut être regardé, soit comme un sin., soit comae
un COS. : tout nombre positif ou négatif peut être regardé comme
une tang. ou une cotang,, etc.

2° Le signe d'un rapport étant aussi celui de son inverse , la
coséc. est toujours de même signe que le sin. : la cotang., de
même signe que la tang., et la séc, de même signe que le cos.
Mais los valeurs augmentent ou diminuent en sens contraire :

quand le sin. augmente, la coséc. diminue, etc.

3» Quand un arc se termine dans le premier quadrant, tontes
ses lignes trigonométriques sont positives ; s'il se termine dans
le deuxième quadrant, le sin. et la coséc. seuls sont positifs;
dans le troisième quadrant, la tang. et la cotang. sont positives;
dans le quatrième quadrant, la séc. et le cos. sont positifs. Chaque
ligne trigonométrique est donc positive dans deux quadrants et
négative dans les deux autres.
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12 ÉLÉMENTS DF. TRIGONOMÉTniF, nnCTILIGNE

Ces notions sont résumées ci.ins le tableau suivant

Tangente.

Cotangente.

§m- Relations entre les lignes triaonométriques
«le quelques arcs.

mités. ' ''"''""''• ^ai^ Il a les mêmes extré-

foi-mules déj4 Irouvtes („..
,''„7Î|-',t;'+'')'

™"<=oon2K,+,.),

2. Doux „m AM et AW,gàu. et désignes contraires sont

uidmei e AA
, ils ont donc des lignes tri-gonometnques égales en valeur absolue Jt

ni:trjT'r''' ' ^'^^^^p^'«" ^u "os .

les lignes Ingonomëtriques conservent
leur valeur absolue, et changent do l^nnla l'eœeepHon du cosinus et de la sécantOn peut écrire ;

.^

{

Fig. 16.
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vant :

genlo.

ométriques

a un arc un
u a les mêmes
! mêmes extré-

1 peut écrire :

traires, sont

rapport au
es lignes tri-

Jr absolue et

•tien du cosi-

= 0T' qui ont

^e d'un arc,

conservent
^nt de signe
' la sécante.

Fig. 17.
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;

sin[~a)==-sina, cos[-a)=cos a, trj[-a)=:- tcja,

cosec{-a)=.-coséca, séc[-a)= séca, co,r,[~a)= -coloa.

30 Deux arcs AM et AM', qui diffèrent d'une demi-circonférencc, ont leurs extrémités diamétralement
'

opposées; les lignes trigonométriques de
ces arcs sont égaies et de signes contraires
a l'exception de la tangente AT et de la co-
tangente BS qui ont !(> même signe.
Donc, si l'on ajoute ou n l'on retranche

« un arc une demi -circonférence, les
hr/nes trigonométriqnes conservent 'leur
valeur absolue, et changent de siqne à
l exception de la tangente et de la cotan-
gentc.

On a donc :

sin{^Jra^=-sina, cos[^+a)=-cos a, to{^J^a)==tg a,
coséclj:+a)=-cosdea, séc^^J^o^^-séca, cotg[.Jra)=cotga.

Les conséquences seraient les mômes en ajoutant ou en retran-chant a un arc un nombre impair de demi-circonférences 2arcela revient à ajouter ou à retrancher un nombre enlie. de c ?conférences (no 15, lo), plus une demi-circonférence.

4" Lorsqu'on ajoute | à mi arc AM, l'arc obtenu AM' est le

complément du premier (no 81 Or les
triangles rectangles égaux OMP^OM'P'
OAT=OBS' et OAr= OBS, montrent
que les lignes trigonométriques de
l'arc AM sont égales en valeur absolue
aux lignes complémentaires de l'arc
AM', et réciproquement

; mais ces lignes
sont de signes contraires, à l'excep-
tion du cosinus OP et de la sécante
Ub du premier arc, qui sont de même
signe que le sinus M'F et la cosécante OT' du deuxième arc.

Le résultat serait le môme en retranchant | à Parc AM.

Donc, si l'on ajoute ou si l'on retranche | à un arc, les

%Â
'si:"

. t

.

m
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m
m
mm
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l'ig. 10.

1^ "

'•osiniis .V ,/. /a sécanl,. ,lo l/Lc donné
^'''^''Pl^on ,h,

On a ainsi :

^-("±3—. -(.^g=,,,, ^(.H,^_,,^„.

^o.^(''±^=-.Jo«. .^(a+^^,,,^,^
,,^^^^^_^^_^^^^_

.'>^' Enfin ,loux arcs supplémenlairc. AM et AM' ayani leurs

\ -:=4-^ 4^ ^ cx(r<.,nifes symélriques par rapport a,, iè^<^r^<^ '"( ..e HB'
,
n.. 7

1, ont loirs li^lc l^ont^tnquos égales et do si^nos^ontrain^s ^iexroplion d» sinus M l»= M'l" et do I-,

'^ ^•oj;-''a..lo(>S'(,uioMtlemcmesiKno
1)0.10, .y, Inn remplace un arc par son

sui>plcmenl les lignes Irigonornétrùmes

z;r:f '""•r'""^'''^^'-•^'^-

On a donc :

™'™''-"'=^»^-«' '-("-')=-«-. o„,„..-a)=-„;;:.

•oinpris entre Oet 00^' r„,iT nn
fl"'|«''^nl, c'est trouver l'are

«n-^4o„.ôtric,aes ,ue'ra.;iZ?^"''
^^'"'"^"' ''' '"^'"- ^•^"-

14S'r;ius'q?!' n?Ho '^i

''''" '^P'"'^^^"^^ ^ ^iroonferonoes ou
l'are d 7o' céttt"^ 1"?""^ "-^^"^^ tri.onométriques

q
no 15, 50) :

' '•^''"' P'"' supplément lare de SS^/onaira

sml537o=5j-;i97o^
^,^-,,j^3„^

coslo37û=:cos97oi=_cos83o,

Ainsi
,
/30W7' ramener un arc au nrrmi^,. - „ /

niencepar retrancher SliO ZL' 'J r
'^""^''««^ on corn-

,^
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nn arc par son
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i du sinus c/ do
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n'^Z^r ;;;/""/
<-onvenables ses lignes trigonométriques. (,ua,uf

.l^.»--^l iSO" avant de pr.^u.;;'n>^Jt''"^

^nt, On com-
ible ; le reste

permet d'af-

I

S IV. ~ Des fonctions clrculairos invorses.

.•spL wn\T. tT' "/' •'"'"''" "^'"" fngonométrique d. ,.|.aqne

irillul,
' ""' "" '"'l'I""-'""' * '^l'^''l"« liK"e li'iB„„om»-

_^,.S|.|^poso,,s .Pabord quo J'o„ ,.„„„„ ,o .,•„„., „„ ,„ „,,^„„,„

<"' parle point II menons MiM' parallèle au
^J'an'otre A.V. Il est évident que tous les
arcs ayant pour sinus la longueur donnée,
ont leur extrémité en M ou en M'. Or si à
<l<;signe l'are AM, tous les arcs termi-
nes en M sont corap.'is dans la formule
2K7r4-a(nMv,K désignant un nombre en-
tier quelconque^ positif ou négatif,

l-irc AM' égale -n-a; tous les ares

^K^l'Za' ""^ '"'"^^ ''' '' ^«^-"'« 2K.;.l. ou

Donc tous les ares auant leur sinus éqal au sinu^ do /V„v.
". .son/ eompris dans l'une ou Vautre deldeZ ioZlTes

2K7r+a et (2K+l)7r_a.

vous dfcentre' ^ZT""^^'' ""': '''''''''^' ^''^'^'- ^écri-

L - X

Liii.M »( s. 1 ai conséquent tous les arcs nvnn» im...

Self^^ ' "^^^^"^^ ^' ^"^ --PHS danrL:^^L;;ië:

Ainsi, /es arcs qui ont vn même sinus ou une môme eosé-

Fig. 20.
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16 KI.KMESTS m TIUr.O\nMI,TniK, UFCTIMCM-

cu"':- ^ont ceux dont la dilfcrcncc est un nombre pair dedemr.urconlcr^nccs, ou dont la mmmc est tm nomlJùlafrde demi-circonl "mecs.
"npav

de llr^ir'""
''"' ''"" ^''""' '' '""^^"''^ °" '« cotangcntc

Dans le preniin-ras, portons la longueur donnée de \ en T si li

Tous les arcs terminés en M ou en M'
auront pour tangente la longueur donnée
AI, et ces arcs sont compris dans la for-
mule KTT-f-fl.

Dans le cas où Pon donne la rotangente
,portons de môme la longueur donnée de

« en b, à droite ou à gauche du point B,
selon que la cotangente est positive ou né-
gvitive. Ce sont encoi-e les arcs terminés en

.•i„ , , . . "* ^^ ^" '" f|U' ont pour cotar.f'enfe RK-Is son <lonc également compris dans la fonnule K.+a
'

En d autres termes
: ions les arcs qui ont mèn^tcmacntcou même cotanç,cnle, sont ceux dont la di/ïcreZ ^ah nnombre entier de demi-circonférences.

^

de^rarc"a"'
'"-^''°"' '^"^ '''" ^'""' '^ ''''''''' °" ^^ '^<^^nte

Dans le premier cas, portons la lon-
gueur donnée du cosinus en OP par
exemple, et menons MM'. Les arcs termi-
nes en M ou en M' répondront au môme
cosmus; ils sont compris dans la for-
mule SK^-f. a.
Dans le"deux;;..r„, ,,

. ;,ortons la sé-
cante donnée OT sur ia tangente, au moyen
d un arc de cercle. Les arcs positifs ou

M' sont r^nnv „ • *
"^gatifs qui so terminent en M ou en

'^rconféren- s
'' "" nombre entier de

.'7

4

Fig. 22.
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CHAPITRE H

DES ron.MULES TRIGONOMÉTRIQUES

§ I. — Formules foiulanientales.

20. Il y a entre les lignes trif^'onoméfriques d'un même arc
cinq relations distinctes qui fournissent
à la Trigonométrie ses formules fonda-
mentales.

Désignons par a un arc AM pris dans
le premier quadrant.

Le triangle rectangle OMP établit une 4
relation entre le sinus, le cosinus et le ^

rayon; il donne, en efTet : \

sin'u-{.cos-^a= \ (i) ,.^_ ^3.

De cette relation on tire : sîn a^ir+y'l—^os^rt

^* cos a— -4-/1 -_7^2-„

Les triangles semblables OTA et OMP donnent :

AT_MP
OA~"OP ^^

^. UT_OM
®* OA-QP °"

^ cos a

sec a = 1

cos a

(2)

(3)

W

M

m

mi
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ELEMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE '

les triangles semblal^s OSB et OMQ donnent également
BS_MO

ôig- ou cota=^l^--

^, OS_OM
Ob-oq ou caséea=

sma'

\_
sin a

'tga
iU''

rectandeOBS lV3/ -V'^"''=*^'^"' «* ^^ ^"'-^ngle

cmploféL et élletronf ".T' ?-" ™''' "^«^ formules sont peu

^J %ne.lVro'fo27^^^^^^ '"v
^'' P''écédentes,car.n^.//..

lepioii.icrquadranl n" l(i> I Jnffi ] , 1"" '"^ P'''^ «""s

Or, la folul I) „c'rèln™ ,i°l''l™'''"'='-
'™" ^i»"-'-

quad,.,,. o,<,e signesoZSS t' e™",: . V
'™*"'°

On a d'abord
(4)

La relation (2)

cola a~~~- .

«'/* (.1 tg a
cosa~~T~ Psut s'écrire

I sec a p,

t

En g(

fjonomi

ti'ifjono

ou (Icu,
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it également

tga (4)

(5)

par exemple, le

. et le triangle

•rmules sont peu
îs, car eyitre les

ir plus de cinq

nés trigonomc-
le n'aurait plus
de l'arc auquel

!e premier qua-
ormules fonda-

lignes trigono-

n arc pris dans
ir leurs signes,

•rés, quantités

es dans le pre-
s deux autres;

', car le sinus
3t le troisième

itres.

raies, puisque
us , et la cosé-

r directement

m arc par la

par exemple,
"i de la tau-

re
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sin^a_tQ~a
cos^ a ~ I

•
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Si l'on ajoute chaque dénominateur à son numérateur, ou

I
chaque numérateur à son dénominateur, on obtient :

et

sin^ a-]-cos^- a~ 1+ l(f a

sin-^ a-f- cos'^ «_ 1+ tg'^ a
cas- a '

1

d'où l'on tire :

et

sm a=

ou

ou

tg a

s in- a _Jr/'^ a
1 — T+^^-^rt

\ ^ 1 -h fg- a
cas- a i

cas a=:

±ii~hlg- a

1

(6)

(7)±^l-fïg'^'a

Enfm, dans les relations
: .ec a= ^-^ et coseca= -X-,

snVjn remplace sin a et eos a par l^rs valeurs (6) et (r, "il

casée a=±^^±M^ et sec a=±^ i^f-lFf-^,

lo ^r/r'' ''? '''(''

^'^f
"^^'^ *^»^0''e s'obtenir directement dans

le tnangle rectangle OAT; cette relatio.i trouvée, en remplaçant
"-'- " P^'^'' r;;^' '^" ''>ui'ait obtenu la formule (7), etc.

En général, pour trouver une relation entre les lianes Iri-gonomefnques dun même arc, il suf/!t d'éliminer une lianeMgomymelrtque entre deux des cinq relations fondamentales,ou deux lignes entre trois de ces mêmes équations.

Hp^fnrT^-^^
^°"'''^ '''''''"'' ^''*'""*^ ^'""« •«« 'O'-mules précé-

d ermino'T^"'
''''"'" ^^ ^" '"'^^' ""« ^'^'Sente donnée nedeteiminc pas un arc unique, mais elle

repond à une infinité d'arcs terminés en
des points diamétralement opposés. Or à
l'exception de la tangente et de la cotan-
gente, les lignes trigonométriques de ces
arcs sont égales et de signes contraires
(n'; IS, 3"). Par exemple, la tangente po-
sitive Af répond h tous les arcs terminés
aux extrémités du diamètre MM'; or ceux
qui se terminent en M ont toutes leurs
lignes trigonométriques positives, tandis "''S- ^^

Si

iïi'.'*--'1

1^

If*'-'

ihl-f.

km

m
m
.,1" .'.y
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se (emiincnl on M' on/ tu o,

'in^b,gUité,lisparai(raitsiJ^,rcatlaitd

que ceux qui se (omiitienl o„ M' ouf -,„ o.,u •
,

L* i , _ ,

donné.

§ II. — Des projections.

Ils

;: II'':.

\mh

^i

!ir!^l

'i

;-• i^'ij"''o;V'(7/o?/ d'une (li'oi((. |i,ni/,-.o \n r o.m
"'<J<Hinie OX, es( la distan(r A )"' ? " \^f?-2^) sur une droite
t^''« sin- cet axe. Si l'on a beoi . 1 '".'f'<'''^'"«

*'« «es exlrémi-
--C l'axe, il l^n.t n^o i^Z^ ^n'T''

'''''' ''« '^ ^'''oitc

Pa>-œ»n.e par un -nol.ile n" h,' ,

/'" '''^"'' ^''^ *''•«'*« ^«t

^1<^ lever toute équivo o
'

, ,, s
'!' " ''' «^^'•«"'i'««- Afin

P--"-t ot à ./..//. une paL'T'' "'';:""' ^'^' ^« Point de dé-
corer est celui que tbr ^ '/T'

^ '"^'^ ''"'" ^"^ ^=«-i-
Ainsi les au.los lbrn..s Zo^ , ^ ( X '"li^ T^ ^'"^ ''^'^'"^'-

contour polv,onal parcouru dans le sl^s AÎcïîL/^nll^^ï;!'"

En etTet soit \r . ,

'''''''''' ^ '''^'^ '^^' projection.

' "'/' ''^ '^'^".^
il

i^-'}'^-- ^^enons A// parallèle

dUa droite. Mais, par dénnition

jQ— ^'osKW, donc

^ ; .

' "f>~XBcosBAb'.

Fig. 2y.
Corollaire. La projection d'un con-

OX fip. 2U
, é,,ale la projectiondH T"<'

'^^-^^^ ^"'" "" ^'^^

départ au point d'arrivée
'''""'' *^"' J°''" ^^ Poi"^ de

.

Car l'anploô étant obtus, son co-
si'ius est négatir; par suite, la pro-

.
Joction de DEestelle-mèn.e né-
^^a ive. La projection du contour
Poixironal est donc ÔKale à ab4-bc

V ~r('''— ((c ou à la nrnjoctinn -e
de la droite qui joindr'ait le point de
départ A au point E d'arrivée.

B

Fig. 20.

I Donc

Dans

(no 15,

4

sin b. I

et sin i

Donc :

Enfin

b en —
(



^aire le sinus, le

lé.
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§ III. - Lignes triaonométrlques de la somme
ou de la dilféi'cnce de deux arcs.

Ss.

fii:-

'^) sur une droite
<lo SCS exlrémi-
'>8'lo <le la droite
uel J;i droite est

îxtrémilés. Afin
'• Jo point de dé-
in'il faut cow .i-

cette parallèle.

>ar les côléf; du

fh'oi'te limitée
par le cosinus
ojcelion.

3 M)' parallèle

i; cette parai-

projection al)

par définition

BAb'.

tion d'un con-
E sur un axe
iil le point de

htus, son co-

iiiite, la pro-

3-mènie né-
du contour

le i\ ab-{~bc
0) cet ion ae
t le point de
arrivée.

2.i. Étant donnés les sinus et cosinus de deux ares, trouver
le simis et le cosinus de leur somme et de leur différence.

\n-TTur ^f'1'-"
^'"'' ^'' Projeelions. Soient deux arcsAU— a et BL=:6. Joif^nons OC et OB,

puis menons CQ perpendiculaiie sur OB, -— j.

I

et CP perpendiculaire sur ()\ -' (\^!'

I
Nous avons (23, coro//.) la projection de / i'I/f'f

;

OL égale a la somme des projections de OQ f- J^~ \

et de i:Q. Or, la projection de OC est 01» '\

/
ou cos

(
a + /> ) ; la projection de OQ = OQ \ /

co^'BOA ou cos b cos a; la projection de
cg = CQ cos CQD , et à cause de cos CQD ^'S- 27.

= -sin a (no 15, 4o;
, la projection de CQ=-sin b sin a.

Donc <^os{a+ b)=^cosacosb-sinbsina
(A)

En changeant 6 en -6, cette formule devient : cos{a~b)=
cos a cos (-b) -sin a sin i-b); or on a (n" 15, 2°) cos 6 =
cos{— b

j et sin {—b'=— sin b.

Donc cos{a - b',=:cos a cosb+ sin a sin b (B)

Dans la formule (A^ remplaçons a par
J+ a, il vient

sinb. Or, cos{^+a-\.l) = sinia+ bn cos{^^+ a)=.sina,

et ,si/; (-+ «)=_ cos a.

Donc : sin {
a -+-b] = sin a cos b+ sin b cos a (G)

b en-b
•''"'' '^''''"'^''' ^^'™"''' ''^""'' ^'^' *^ changement de

sî H
(
a— 6 )

=: sin acosb— sin b cos a
i
D

)

•;^(i
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•':J.i;mi.;nts i)|.; tiuconomi'tiiik hectilionk

J>sqna(..onmnuIos.,„i nonl ,r„„ ..ag. conlh.uol s'ônonccnl

(«)

(9)

(10)

(ii:

Tv

il!

l'ig. 28,

1'

", qtIUlt (IIU. SOl(,la posidoi, ,|,vs ,H,i„lg J{ et c.

2Ji. 20 Méthode. Solulimifcométrùpu'. Soient les arcs A«:^r,
et BC=--/, Podons ne en HC, nous aurons

mr- ' ^^^--'-''••'«'.-"onsOA,
'^'u, U., puis incMions CQ, ni> l| f/y
l'n'(.en(li(MilairossurOA.el

III et CM' i)er-
IHMuliculaircsà (]Q,

'

<".»:
^v^';^ri-//.-..cQ=rL-fcii (1)

,s/n(a-/>:= r/Q'.^[L-Cii (2)

cmi,,+ ^ ._()Q^,OL-LQ=_.()L--iH
(3)

Chcrclions ;\ déterminor los ji-^nes II fir or ni m .

pendiculaires, donncnl : ;i^=;,l!..„,CL-,
; a'où .-„„ „,. :

De uième los triangles semblables OÏL et OBI' donnent •

n'__0L 01
BP~OI>— OBou"!' °"''"''''0••

IL=:^Bl»x01=,vmacos^,
''^ OL= OVxni=.cosacosb.

vie^if

!'°'^''"^ '"' '''''''"' ''""' '*"' '"'''"'*"' ^^'' ^2), (3), (iS il

sm[a-\-fr=sin aco.s ft+ wi 6 cosa (8)
*'m {a— h)= sin a cos b— sùi bcosa

( y )

cos [a-{-b] — cou a cos b— sin a sin b
( 10

)

cas {a—,b'~ cas a cos b -\- sin a sin b [U]

Mais



LICNK

ilimiol .s'énonccnl

'OS a

:o,s' a

u'ii h

in h

(«)

(î>)

(10)

(11)

1 principe gc'iié-

icii à aucuiio dis-

J{ ot C.

les arcs AB =:r ^
tu/, nous aurons
''. .loignons ().\,

}, Hl», IL, C'Q'
l ni et C'ir per-

:rL+ CII (1)

-IL— Cl{ ^i)

):z=()L— IH (;{)

''=OL-f IH (4;

OL cl III. Los

- les côlcs [)er-

il'où l'on lire :

Bl* donnenl
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La Kénéralisaliou des Ibrnniies ol.leuucs par e«,l(e .néll.o.lc

^
asse. aboneuse nous la renvoyons au' l^xer! .

" "^csl

csl
I

iifi. Tangente de la Bomnie ou de la différence de deux arcB enfonction des tangente» de ces arcs.
'

LHfonuule(^2)
Hj a=^'^' donne lnia-\--h]~!^^±^J>)

.

r^daçons ./.(.±A) et co.(ai^) par leurs valeurs, il

cou a, cas +.sm a sin b
'

^'Z^Zur^^' '' '^ cl^nonnualeur du second .nem.uv

sinaèB^b sinb^oa.a ,m a
,
sm b

/i/ (a+ 6)
= ''"*'"^ ''-ào^a cosb_ co.s a'-^ëoTb

,1 ^^ sin a sin b

cos a cos b cos a cos b

Mais ^!1!L«= ^,.^ «"«/^^z, /, ,cos a
'

~ i-h-bja l(jb (12)

ou^; i^^S?fitr::î:Lr"^ ^^ ^^^^-^-^^ ^« '^ ---

—
cot b (- côf a

.(3), (4), il

(8)

(10)

(11)

§ IV.- Lignes trigoiiomôtriques des mMUip).^s
ei sous -multiples des arcs.

27. Sin 2a, cos 2a, tang 2a, en fonction dP .:„ „ .«, - ^.

n Sis 7^> '''/'^"r
trigonoinétriques dû"do7brj d'un arc

If

Ml]
*-5S'ï

• s
â
i

'M
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fcLKMENTS DE TIUGONOMIÎTIUE RECTILIGNE
Ainsi, en faisant />= « dans la formule (8)

sin{a-hb)== sin a cos b+ sin b cos a

,

on obtient : s/u i-),»- o ,•

De môme, la formule (10)

cos[a+b)~. cos a cos b— sin a sin b
donne: cos-^a^cos^sin^a.

Et la formule
( 1 2 ) tqia+ b]— ^^^ ±lûA.

' ^—tija iQ b'

donne également : (n^a= -'-^^

(-13)

(14)

(15)

seconde; on peut donc remplacer ^>a par a et a par L, et ces
formules s'écriront :

««««=2sm^a cos|a,

cosa= cos2|a-5m2l^^

f.9a= -

^(Orya

low't m"Î L"fr' l"'
••'''•' 'l«ns les mômes formules {8',

mes 3,1' te'; l:..»""^""™'
'«s sinus, cosinus et langenles des

90 jH- ' I 1
"2"'

•'""s"' *e2« en fonction de cos a. Pour obtenir

1 1swga et cosga, ajoutons et retranclions les formules (1)

et (14)

sin-a-+-cos'^a— i
,

cos- a— sin^ a= cos 2a ,

co.

2~
il vient: cos^ a = 1±iffil» ^^ sm'i a= ^ ~ '^'^^ --«

2

ty -,



ILIGNE

8)

cos a

,

sin b

,

b

(13)

(14;

itcs a et 2a sont
t Ja moitié de la

^ par 2«. et ces

CHAPITUE H. — DES I-OUMULES TIUGONOMliTIUQUES 23

|d'où co.a=.y/î+^2a ^^ «ina=i/E-_^,

3u en remplaçant 2a par a, et a par \a :

cos

5« =±\A^,
|a= +y/î±|^.

(16)

(17)

l+co6-« = 2co6'2|a,

1— cosa = 2sm2|a.

En divisant membre à membre les formules (16) et (17), on
obtient une première valeur de tgla :

2

i9la=±^l
1 ^-^cos a
+- cofTâ

'

(18)

§:

1

^29. On peut encore obtenir tgja en fonction de tg a.

^SS's'^s
^-«^^'^i- la formule (15) t,a^

"Itgla

^—tQ-^ya
chassons

4v
i. Pour obtenir à "

dénominateur et ordonnons, il vient l'équation de second

,1

formules (1

tuat</^a+ ^^Ujla-t,ja= {)-

cos^a
2 -^

|n en tire : tgL= --i± v/^+i^
^ tg a

On adoptera le signe + dans le

(19)

^

-
,

cas où l'on aura a<180o,
^^ â« se'-a moindre que 90°, et sa tangente sera positive.

pi

m

lii
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26 KLKMENTS DE TRir.ONOMKTRIE RECTILIGNE

,1- ..:«.

On explique facilement la double valoii

obtenue. En efTet, une tangente donm
AT = l<ja îfig. 30n répond .\ une infinii

d'arcs terminés en des points M (!t ^i

diamétralement opposés et ayant pour di:

lerence 180«. Quand on clierclie (y la, o

doit trouver les tangentes des moitiés d

ces arcs, c'est-à-dire les tangentes d'are
qui diirùrent de 90", AN et AN', ou A>
et AN,', arcs dont les tangentes sont d

signes contraires (n» 15, 4°).

, „
^^'" outre, ces tangentes sont inverse^

puisqu elles repondent à des angles complémentaires; c'est d'ai
leurs ce que l'on pouvait prévoir, les racines de l'équation [V>
ayant pour produit —1. Des considérations géométriques très.^
simples mettent encore ce fait en évidence; car les tan-ente
des arcs AN et AN' sont AR et AR'; or, dans le triangle rer
tangle ROR', on a AR x AR' =. ÙÂ-^ :=: 1

; par conséque.K

ARXi— AR') =— 1.

Fig. 29.

Kn aj(

Ces fc

lemes v

ment.

Un sim
|ans les

îoitiéS Si

11.)
s *^

if

|air (no 1

t

.' r" *:

>»"

w

30. On peut également obtenir sinus ^a et cosinusL
fonction de sin a.

Ajoutons et retrancbons les formules ;

(V ..1
cos'^^a-{-siji-^a = i

. l 1
'isin^a cos i^a =. sin a

,

et (13)

nous obtiendrons
( cos ^ a+ sin l a ;-^ := 1 + sin a

et

1 1

1 . 1[cos^a—sm
.^
a "^ = 1 — sin a ;

d'où l'on tire
1 1

cos 2 a+ sin
.^ a=+ /] + sinli

,

1
COS âO, sinTua —2^ — itv/l— sin a

ft la deuxi

J On peut

"uire. Ene
Épond à t(

M'(nol'

^ 1

^f^^d, on

Inus des n
|és des arc

^cinité en

^i=AN,
Hpront les n;

1
5'ic sîn^a
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îcnt la double valcn

ne tangente donné
épond à une infinii

les points M et .)|

es et ayant pour di,

n clierche ///.ya, o

ntes des moitiés d

les tangentes d'art

LN et AN', ou .\>

s tangentes sont d

15, 40).

Mites sont inverscî

entaires; c'est d'ai;

! de l'équation (l!'

géométriques tn'-

; car les tangenle-

ns le triangle ror

par conséqueiil
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I

lin ajoutant et retranchant membre à membre, il vient:

(20)
cos la=:— v/i±,?l!Îâ± y/l —sma

"2
2 ,

2 2 (21)

3l cosinus^ a v

in a

n a ;

sin a

,

sin a .

.

Ces formules donnent quatre valeurs pour siaU, et les

fOmes valeurs pour cos^; ce résultat peut s'expliquer faci-
liment.

|.o.tiés sont donc comprises dans les formules: K.+ ^a et

i^-Kj-|. La première donne", selon que K est pair ou im-
pair (n" 15, 1" et 30) :

f
la deuxième

: .m|a = .m (K.+ J_|a)=.^,,, 1,,

pond à tous les arcs terminés en M ou' B ^.

M' (no 17) ; quand on cherche sin U et f^'n
fS2«> 0» doit trouver les sinus et les co-

'^^

inus des moitiés de ces arcs. Or les moi-
''

|es des arcs terminés en M ont leur ex-^|-^e en N ou en N'; si l'on prend '^^b

^ ats aies qui ont leur extrémité en xM'. Ainsi
flic à-in^a a quatre valeurs NC, NT/ Nn r-n' - 1 ^

.i.-^''

ï

.m
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ires. Cos^a a aussi qu valeurs 1 ^'
^'^^^à deux et de signes coni

égales k celles du sinus.

Dans la pratique, l'arc a étant donné en môme temps que son fsinus, le problème cosse d'être indéterminé, on clioisit sans
~^ elles for

ambiguïté les signes convenr^Jes pour smL et cosL. i

Soit, par exemple, «=^50°. On a i«= 2o's le sinus et le

cosinus sont positifs, et, le sinus étant plus petit que le cosinus,on aura pour les relations intermédiaires
:

sin 25"+ cos 25°= 4- y/l + sin 50"

,

sin 25"— CO.S- 25"=- y/i —sm 50"

,

et pour valeurs cherchées :

sin 25"= ^* "^ ?^«''^0!_— y/f^in~50"
2

EXEMPLl

COS 25" = V^l+^j^j^+y/j^—5m 50"

2

I

sm
sin

cos

cos '

31. Transformation dune somme ou dune différence de deuxlignes tngonométriques en un produit. ,.i o: ,,,.,

Le but de eetle Iransformadoii est de remplacer une formnlo '* n„ ,
enfermant la somme ou la dilTérenoe de deuî lignes înJonl 1 '

Trd'ia'";ne"ro°'""
';'™'"'"'' "»' '°«»""™^- "^™i"- »

Reprenons les formules : i

sin[a+b)— sina cosb+ sinb cos a,
sin{a~b)=z sin a cos b— sin b cos a,
cos {a -h b)— cos a cos b— sin a sinb,
cos(a— b)= cosa cosb+sina sinb,

ou . à caus(

tion%'roM"nt :"' ''"' ' '^"^ ^^ '^^^"•«^ «" P^ ^«"«^rac-

sm(a+6)4-sm(a-6)=:2sma .osô;
sm [a-hb)~sin [a— b) = 2 cos a sin b,
cos la-^h)^nos («+ 6)^2 cos a cos b,
cos{a— b)— cos{a-hb)=z2sina sinb.

et de

Cl

Si

m r
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i quatre valeurs

3 temps que son
on choisit sans

, 1
t cos aa. J

le sinus et le

que le cosinus, ^

CnAPlTRE II. — DES FORMULES TRIG0N0MF!TI\IQIIE9

Si l'on pose {a-{-b)=p et {a-b) = q, on a :

1 \

29

et les formules précéilentes deviennent

si ^, , .... .^

1

mp+ sinq= ^sinl^{p+ q) cos^:p-q),

smp-sinq=z2cosl{p-hq) sinl^(p-q),

cosp+ cosq= Ocosl[p-i-q) cos-ip-q)

^('^1~cospz=2sinl{p-\-q)sm^{p-q\

Exemples :

sm 46" -f- SI a 27" devient 2 sùi 36" 30' cos 9° 30'

,

sin 46o_sm 27° « 2 cos 36o30' 5m9o30'!
cos 460 ^. ,os 27-^ a 2 cos 360 30' cos 9» 30'

,

cos 27"-cos 460 „ 2 sm 36O30' sm 9o30'.'

(22)

(23)

(24)

(25)

sreiioe de deux

Il
Si l'on divise membre à membre les formules (22) et (231

r une formule i on a :

\ j

i [^oj,

les trigononié- |
1

,

es. Résolvons i sinp^sinq_''^^^^^iP+<]) cos^(p—q)
mce de deux sinp—sinq~a i, 1^cos^{p-\-q) sin^{p—q)

ou. à cause de -f - - ^^^f^+ç)
cos^{p-{.q)

par soustrac- et de

b;

b,

h.

1
coSr^{p-q)

^

i 7.
—~="^<^^0^{p-q) =—

Isin,^[p—q)
^9^{p—q)

1

sinp -{-sin q_^9^iP~\~q)

sinp—7inq" "17~
f{jl^[P~q)

(26}
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Celte formule Irès-iinporlante peut s'énoncer ainsi :

La somme des sinus fie deux arcs est à ta diffévenre de ces
mêmes sinus, comme la tanQente de la demi-sommc de ces
arcs est a la lamjente de leur demi-différence.

32. Trar .formation de tga_Ltgb. î'our rendre calculable par
iogantlimcs la somme ou la ditrérence do deux tangentes il

suffit de poser :

'

Iga-^tgb- *^"' ^
-t-

^^^ ^ ~ '^'"^

^

^^^ ^'± '^'"'^ f^ (^os a— cosa— cosb casa eosh
'~

OU trja+tgb=:'^^^SS^,— "^ cos a cos b

On trouve de la même manière :

cota+coth = '^iliÈ±^
sin a sm b

'

mcntaue, on ramènerait ce cas à celui de deux lignes de môme

?eHt'd:.'l''""''''r'"' l'"^'"'
complémentaire par la ligne di-recte de même valeur. Ainsi, pour transformer sm a+,m/>,

il suffirait d'écrire sin a+sin (^-b) et d'appliquer la for-^

mule (22).

Donc

I
par suil(

^ 3" Le

inscrit;

.; laires, o

Applications.

socî" TT^ao' ^'r^o'"^'"'
''-' '^" '^ ^^ cos des arcs de 45», de30« et de t.O», de 18" et de 72".

'

1» Le sm de 45° étant égal à la moitié de la corde qui sous-tend un arc double
, c'est-à-dire la moitié du côté du can-é 1,^1

6'm46o=cos45o=-^.

A raid
' rait de xr,

2'^ Tri

(Sorbonn

Cet arc

«m 75°=

Il en résulte : tgil)0—i- etc.

2° Le sm de 30" est la moitié de la corde de fiO"- d'il!leurs les arcs de 30- et de 60" étant complémentaires', on a

i

sm 30°= cos 60=1.

ou

li De mon

cos 75"=

; ou

On peul

V'S^-
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li/Jcri'urc de rc.s

i-soninic de ces

re calcul.ihltt par

IX tangentes, il

in h ros a

Donc cos aU"=: sin m"= i/ 1_ j
=:

v(|!

.

(27!

(28^

i ligne compltv
ignés de nu^mc
par la ligne di-

sina-j-cos h,

»pliquer la for-

'cs de 45°, de |

)rde qui sous- |

lu carré inscrit

le fiO"; d'ail-

itaires , on a :

|.ar suite fr, .W^ = rot (ÎO»= 1. ^
,J
jg . de.

;^ Le ,sm de 18'> est la moitié du côté du décagone régulier
inscrit; d ailleurs, les arcs de IS" et de 7t>" étant complémen-
taires, on a:

sin 1 8°= cos 72"= ^^"^r *
:

4 '

par suite

cos 18o=sm 720= y/i-^^M^= 4 v/rol-275 ; etc.

A l'aide des formules (13) et (14), (16) et ^17), on trouve-
rait de même :

sin 36'^

=

nos 54" , cou 36"= sin .S4"
;

sin 9"= cos 81", cos 9"= .sm 81".

2" Trouver les lignes frigonomélnques de l'arc de 75"
iSorbonne, 9 avril 1858, 3 novembre 1866.)

Cet arc est égal h la somme des arcs de 45" et de 30"
; donc :

sin 75«=sm (45o+3l^: =zsin 45o cos 30"+.sm 30" cos 45°,

De môme

ros 75"= cos 45" cos 30"—sm 45" sin oO"—^.^ i- ^

» "22 Y" 2" '

ou cos 75"=t-V^.
4

On peut conclure : co/ 75"= 12—^/3,

sc'c75o=v/6+v/2,

coscc 75"= v/6— v/2.

;' 1;', "

''>'
Il

^^;,^!i

:»fci"
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ELEMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE '

3« Vérifier la formule de tg(a-b) pour a=90" et b= 0".

La formule est tn la—h)--^ ^—^0 *
' ~ i +¥a~ (76 5

Si J on y rempla-
çait trja etjb par leurs valeurs

,
on trouverait la formule •

1+ocxD ' ^" '^ est impossible d'interpréter; mais on

En remplaçant (rj a et /.; /. on obtient :

4" ^-ton^ donnés les sinus ou les tanrj de trois arcs ah./.trouver le s^nus ou la lang de la somme de ces ares.'
''

1" Sinia+t^c) = sin [a+b) cos e-^cos (a+6) sîn e;
d'où, en développant sin (a+ h) et cos [a+b]

, on a :

sin{a+b+ e)=sinacosb cos e+sin b cos c cosa+sine
cos a cos b—sin a sin b sin c.

2° De mém e : fg{a-\-b-hc)=-M ^J±^LHzl9 c

i—tg{a+ b)lgc '

d'où tg [a+b-\-c] = JO ^^fO b-htg c—tg a ig b tg e
\~tg a tg b-lg b'tgc-tg-c tg^-

Si a-\~b-{-c=mo, ona:

tga+tgb+tgc= tga tg b tg c. (V. le probl. 207, 50.)

^/on rf^ secteur'I^Zl!Z oZT, "'^^T^^''^'
P'^^^ ^« ^^^'^o^t*-

^««W du volumTdefa-P f^four du rayon OA .o^7 /«

26 juilletlSfi )

^^ '^^'^^"''^ ''^'^ "'^^« ''«.'/^^- (Sorbonne,

Le vo

mais h

AP=:F

par con

Comme

de ijTrP

I |7rR3(l-

f
; donc \

6" Cai

; leur h~

I
<'o/es no

a f/o/îi /(

L'aire

I /ï= 6, c

- ligne ég£

;;' ^i?
«=

Par consi

? étant u

par logari

expressioi
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= 90" et b= 0''.

si l'on y rempla-

îrait la formule :

:rpréter; mais on

deux termes do

CHAPITRE II. — DES FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES 33

Le volume engendré par le secteur a pour mesure V— ItiR-^/î .-

mais h ou

AP:=R-OP=R—Rcosa=zR(l_cosa)

par conséquent V=^'ïR''fl_cos a^. /
/

' \
^

l
/a ;

I

Comme on veut que ce volume soit le quart \

^~V~"r^
4

de oTtR'', on a la relation :

.^

1res a, h et c,

arcs.

-\-b) sin c;

on a :

cosa+sinc

.^7vR''(l— COS a)=
g

ttR'', ou 2(1— COSa)= l; Fig. 31.

1 I
donc 1— cosa==g, cosa=

^^
et a= 60°. (Applications: 1°, 2.)

6" Calculer la surface d'un trapèze symétrique dont la hau-
teur h= 6"', sachant que la base supérieure a S»», et que les
côtés non parallèles forment avec la base inférieure un angle

. a dont la tangente trigonométrique c'r/ale y .

^ L'aire du trapèze S = 2(AB+ CD)/i; on connaît CD= 8 et

I h = 6, on aura AB en remarquant que cette

J ligne égale GD+2BK et comme ^ ^

'^^=M= !'B'^='1--8, AB= 24.

Par conséquent S= ;^(244-8)6=96*»«.

A
TT—

6

Fig. 32.

'g b tg c_

tgc tga-

l'obl. 207, 5«.)

'ayons OA et

ir la révolu-
i OA soit le

(Sorbonne.

7" Rendre calculable par logarithmes l'expression

x=za±b.

1° x=a+b peut s'écrire .r^a^l+^V Écrivons - = tg\,

? étant un angle auxiliaire dont on calcule aisément la valeur
par logarithmes; nous aurons alors .T= a(l-f /^^ ^^^ ^y

*=:a séc?' ?:
a

cos^ 9
'

i expression calculable par logarithmes.

^^ë

,1
".

I4i(^'-'p.

mm

KM

"?'•') '^-1

,.t "*
'.r

m
mfiê

Il _
'•'••i.ti'j'r.

i

fi'



^mm-

rt
•

m^

liL""T»"

3^ liLEMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE
'

^^
Dans .=._,,3i l'on a. >,_,j,ès avoir écrit

^-M^-.j, on peut poser ^= ,.,.,, ,,, ^ ^^ ,^,^
petit que I

;
il vient alors a^=a'[-rn.^^^

Si Ion a /»a. il vient de même ,r=-/, ,eV ,.

^W^ahode. Écrivons: ^=a(l±^), pnis taisons

„--.9; il vient: ..=.(ht.o.,^ Or les binômes 1+ co..
et 1-.0.9 sont respectivement égaux à 2co.^^ et ^ sin^^
(n°^2-S^ donc :

!^ "" i>

«+6=2« 00.^1 et .-6=:2«sin^|.

Ren.ar,ue. On pourrait ainsi rendre calculable par loga-
rithmes l'expression t~''~^\

^

„, ., .
a+/>' "l'^'s on peut procéder de la

n.a„,e,.e .u.va„,e
.

a,.,.,, avot ™is « „„ f„e,o„,. dans les „e„v
onnes, e,

a
fraction, „„rait =.„, e„-onas„ccessivemc„t,

a cause de fg V6'^=l .-

1° Mettons m en facteur :

m sin a±n cosa=m {sm a-h^cos a)

ou en faisant: —— /r, »

msma±ncosa= m{mia±tg<? cosa),

^ co.s 9 y
'

^ C06' 9 j
'

c'os 9 *

t)0 £

fiinx-

il vieil

ou

4 on aun

J problèi

,, 9" Q
produi

'., En r(

, sion pr(

,v ce proi

sr/i-a-
(

et 1—

,

maximu

posants.

sin x-=

10° L

gueur cl

mièvG pi

laire co

y do cet

laire co

point t

(Compos

mission

On doi

la distan

l'an^Me (
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ivoir écrit

b
ai'

}i
est plus

1
puis faisons

lômes \-\-coso

^l et Ssm-^J

-

ible par loga-

proceder de la

dans les deux

iccessivement.

swn
le l'équalion

CHAPITRE JI. — DKS FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES 35

20 Divisons par a les deux membres de l'équation; il vient :

sinœ+ lcosx=l. Écrivons ^= /^,, on a :

sin x-\-1g 9 cos cc=. '^ multiplions par cas 9

,

il vient : sinœ coscf-^sÙK? cos x='^ cos 9,

ou sin{x-\-cf)— jcos^
a

I

on aura ainsi l'angle ^-+9, et par suite l'angle a-. (Voir le
problème 7 aux Applications du chap. III.) •

9" Quelle est la valeur de l'angle x, qui rend maximum leproduit sinxcos'x?

En remplaçant cos x par sa valeur ^l--^i^^ l'expres-

TZZf'T'"''^'- ^"^^(v/l-^-^^^^^^-)-'; le maximum de

slJrf^\" l
'"

""-'T ^'"^P^ ^1"^ ^«'"' ^'^ ^'^ carrésmx[i-sm^ocr. mais la somme des deux facteurs sù^x
et i-sin^x es constante et égale à 1; donc le produit seramaximum quand les facteurs seront proportionnels à leurs ex'

posants. Donc ,fî^^= l: d'où sù^ x^^. et par suite

1sinx—^. L'angle ,r=80".

10° Deux parallèles AC et DB son/ éloignées d'une lon-gueur donnée d. D'un point fixe 0, distant de h de la pre-miere parallèle, on mène la perpendicu- «
/azre co/nmime OAB. A quelle distance
y de cette droite une autre perpendicu-
laire commune CD sera- 1 -elle vue du
point sous un angle maximum C()D=cc'/'
i Composition donnée aux examens d'ad-
mission à Saint-Cyr, juillet i,S72.)

On donne Aii= ^/, uA=/t;

Ivlif"rnn
'''''''^'' ''^ ^^=''

'

P-'opr^ à rendre maximum
I «lllgie \.A)\):=z,jc.

A

d \

V

l'ig. 33.

•'.V.'

f

^^^^i*v

mm

li

il

II
(•i/r y.t.f:.

''il>',

^'®i

.("Tij.rt'^

ly

i i-V*

*'



M-

. f -i- "•;;•

... M
m'

4:^

m0miim'
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Soient a= COB ot b— WB.

On a ,ja= U
«t ^^^^^^|^; donc, en vertu de la Ibr-

mule (12) :

ou tg œ-.

h{d-\-h)

dji

h{d-fh-^i/' .

Pour trouver la valeur de a^ quf rend cette expression maxi-

mum, écrivons: ;^:^,^,= ,n, ou m,^-./^+,n/.(rf+^
=0; on en tire ;

^2m
La plus grande valeur de m se déduit de imVi{d+h):^d'^; on

en conclut
: ni=-~^^^. p^r suite, la valeur de y est :

^-
2d ^" simplement : /y= ^A(f/4.7iy.

C'est une moyenne proportionnelle entre h et d-{- h.

.
§ I. -

'

3;j. Dar

^ cunnai

|i"c donne

iiblcs qui

ibuibro d

^lés.

I Nous a

Hiaroille (;

i: Coiniiic

djj'aiit loul

|reiidre,
i

©Il peut d'

l€s ;ircs p.

tout les c(

Knliii, i

if lit ll'OUV

lui preni

principes
]

d'apjiroxia

'ii. Théo
SOii sinus

I
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i vertu de la for- ciiAPiTiU'] m

h -h)
'0+ 2/'^

expression raaxi-

~dy~{-mh{d-\-h]

{d-]-h)==d^; on

aleur de y est :

/hid-JfhJ.

d-\- h.

DES TAIiLf'S TniGONOMLTRIQUES

ë I. - Calcul des fonctions ti-lgonométriques.

de^.mSÔt^'lf'"<"•' ^'' '' l''''^0"^''^<^l'-io. il est nécessaire
tfc cunna tie les

1 gnos (ngonon.etriqucs .,ni correspondent à un

fblcs qu font connaître les valeurs de ces lignes pour un certainlombre d arcs se succédant par intervalles sSilisalnmen; .înppîo-

Si^hl;;ë\i'^drp"''™"'n'^*^"
pourrait construire uneune table a 1 aide d'une méthode éleinenlaire.

Lonime les lignes trigoMOMié(ri,,ues reroivent dans le le- ciua-

re rs mt'l
"'",

'^r'"''
^'"'^^'^^^ -"^ susceptible de

. le.^d' llle .f
.''^ ''' ^'"''^^"'^

l^""'- '" '^" quadrant,ipcut (1 ailleuis se borner auv arcs plus pelils (lue-io" nuimiuearcs plus grands élan! con.plemc.llairJs. les ni^dJoôïïs"mt les cosinus de 4o" à OU", etc.
Enfin, une des lignes élan't connue, le sinus par exemple on

r::.':^n" t^v •' ''''' ^^"^ '^ -icui ";!: si;u piemici aie Cherchons le sinus de l'arc de 10" • (lueluues

Soit l'arc AB=ra,- menons la corde BB' per-
pendiculaire à OA et la tangente BT. On a évi-
demment {Géométrie, n" IGG; : BT==:B"r=r
(g a; et BB =i)Bl>= 26m a.'

Mais on a aussi :

Fiy. -M.

ou

donc

BB' < arc BAB'< BTB'

âsma<i>a<;2/<7a;

i'/n a <.a<Clg a.

^m
^f^

m

Éi

m
-j.wj

wi

'^

I»

-h-
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Corollaire, /y/, a>-f frès-pclit diflevc Irès-pcu de son sinus.
En cfTçt, dans l'iné^'alilé précédente, si l'on divise les lroi>

""'' *^°'

quantités par 6?/t «, il vicnl : prisenfr

1< " < ''-•

or, i\ mesure que Tare a diminue et tend vers zéro, le cosinus

lîii cfTc

augmente et tend vers l'unilé; donc le rapport ^ a pour 11-

J'""^ '''

mite 1, et« fortiovi
^/^ ^^

a égalen.ent 1 pour limite. !<„

/'''"^"

d'auti-es termes, ^oi arc très -petit et son sinus diffèrent p,. r"'^« SIwi de l autre; on peut donc négliger Terreur que l'on commd '

en prenant pour valeur approchée du sinus l'arc lui-même
théorème suivant permet de calculer la limite de l'erreur coni

I
ON ». î •'^'» aucoi
60 Théorème II. La difjerenee entre un arc du 1- qundranl 1 „:-son sinus est nimnri'n n,,„ 1^ ., , ... i""'"'"'" J aet son sinus est moindre que le quart du cube de l'arc

En effet, on a /^^-a>|a ou
J

>|a.
COS^ytl

.1

3^'

r.'0« a<

légalité qi

Multiplions les deux membres par 2cos^la il vient : f ' inembre

O • 1 1 2|
^sin^acos,2U>ncos~a

ou .m«>aco..|a ou enfin sin a>a{l-sin4,a)
.

Si Ton remplace .m^a par |a. quantité plus grande,

renforce l'inégalité, et l'on a :

sma>a(l_^'] ou sina>a~'^

ou enfin

4

Remarque. Ce théorème et le précédent montrent que sin ,

est compris entre a et «--'; on a, en effet, a>sina>
Â.

Donc cos

^on peut éc

on •;

37. Calcul

:.'-fermel80x

t;nt
est un

leur pour

^cst-à-dlre n

wnc exact ai

Ce quolien
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<-"' ut; aun ain'us.

'

m divise les troi-
'^^- ^°'°"«''«'

'^^ ^•o«^'«i<*' ^^'«^* «rc a ^iw ler quadranl esl com-
pris entre \-.'L et 1-4'+;^.

.

I^" «^'Hret, .//i^a est compris entre % et J diminué ,lu
1 zéro, le cosinus - -

^ - anourii.
^"""^ ''' ''" '"'"' '^'''^-^-^' ^'«

llil-
Si, dans la Ibrmule

C06' 6^ -l

I)Ourlimite. Kn

^"^ ''==|-2^^'^^â«^ on remplace ./.Ja par la quantité plus

ms dilJcrcnt peu î''""^'' ^' le second membre sera diminué, et Ton aura :

que l'on commcl
•c lui-même, i

A'
cas n'^\ ^y(^''Y , a-

de l'erreur corn-
^

"^^--Uj ^» ^«^ «>!-- J •

Si,aucontraire,onremplace.sm|o par la quantité plus petite

f/c r«rc. a~
32 '

*^ ^^^°"'^ membre sera augmenté, et Ton pourra écrire •

roa
i N i

^«<l-2
i~|;,)' ou cosa<l-^+^-.^

il vient :

,7 a).

légalité qui sera encore vraie, à fortiori, si l'on augmente le

membre de |Ç; elle devient alors cosa<l~'ti^

Donc cos a est compris entre 1—— et 1
_£*!.«''

... ^ '2 JTi' ^
Ion peut écrire :

- lu

a

lus grande, on M
l-|-<co..<l_^+ g.ib

a-'

37.CaIculde8JniretdecoslO".L'arcde 180" est égala::; il ren-
^rmel80x60x60= d48S00".Donc, arcW~ "" r
A* i . "H-iXnn- Ce quo-
tient est un nombre plus petit que 0,00005; si l'on prend cette

aleur pour sin 10", l'erreur sera moindre que [M^^

^

m '1"^ —T
%st-à-dire moindre nue 0,000000000000125

,

,; i
*

4
"^

'
le quotient

w^nc exact au moins jusqu'à la 13« décimale.

•eut que ain

-"
-^i' Ce quotient est 0,0000^84813081...

sera

VA\

m

Wi

aiX':

;<%t.''i'#'^

j'^*>.>

*r'S^Mi

I
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Si niaiiilciiiiiil ou proiul <us 1()"r_J_ ('"''' "ID" ,, ,.,„. ,'
i.) " , l (31 IL'Ur COIli

mise sera moiiidiv iiuo
(<^^><>" <>•>)*

, .

'

l(i 5 < csl-a-iliro iiioiudrc (iiii

o,()()()0()oo()i)()()oo()()0(i(it):i

1() ;
la valinir ohliMiiu^ sera doue oxac

au luoius jiis(iu a la IS" (Icciuialc.

(^etlo valeur est (),!)i)!)!l!l!)!)i)S.St2.iS...

nn^^M''^" ir"r\'^
''''^"''''" ''"' "'""' ''^ ^'^'«'""« ^'''sarcs de II)

on w a I aido dos lorniulos qui donuenl ,sîm '2a, cos''2a otc
mais le calcul se lait plus siuiplenieut à Taldo des Ibnnu'lcs <l
ounpsoii.

On a Irouvc(nSH) les relations :

sùi {((}-/> ':

-i- siti [a — h !_: '2 .s//f a cas b

cou
^ „ 4- /, -f- cos [d—h ' -^_

"2 eus a con h ;

sin{(( [-// r=.sî,j „ , >i,.os b-,si„ ^a — h

l'on [i.i-i-h rz^ cas a . tJco.s h— cou a— h.

n—mb, il vient :

Si l'on

(Icvicnnei

// ('(an( m
I)rcs, une
es arcs

|

ou en tire

Faisons

fil n
^
ni -

f- [)bz=: ,s/n mh . '2cm b — sin (//(— [ , b

cos [ni-\-[) b==coti nih . '2r()s b— cos{tn [
)
b.

Rfninrq

||U(' pour (

|"C('onrir à

Jiiisc dans

laiils. De
Ipprocdiée

lans les ci

cet incoi

lient les f

icmcnt c

|]iicsliou a

l'aide des f

!fl les cosii

;.faiculées d

•oints de (

iiiorait ave

NÙi 20" — sin 10". 2 cos 10"—
Si» 30" r^sm 20". 2 cos 10''— .s/)) 10"

sm.'i{l"= ,s'ù(,:UV'.2cos 11)"— s/(i 20"
su) MO" = sin 'jO'. 2 cos 10"—sm 30"

Supposons b=:[0" et élisons successivement m=j , m-'' | "• Quolt
m=: 3, etc.; il vient :

'
ifellcs des

¥l'i'''*'ation
<'os20'.=cosl0".2coslo"_l

:io,rauoi Ir
<'os30"^cos20".2.oslO"_.osl.: 17, "

1
cosU)"=.cos30".2ooslO"-cos2i. f'" ,

' "^
cos 50"= cos ^0". 2.0^10 '-cos 30 If '°f^^'"'^'

§ on avait bi

$\ sul'firait

A partir de 30", ce travail se siuiplitie d'une manière remaiP""^' PU's
qnable : Sutres.

écrivons: '^i,, {a-\-b)-{-sm{a—b) = ^sma cos b J
cos^a~b)—cos[a-\-b)='2sinasinb.

|
On en tire; svi[a-{-b)—'2sùi a cos b—sin{a^b)

cosui-{-b' —cos ^a— b —2si)i a sin b. I

t :

M^
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—
, l'erreur cum

dire iiioiiidrc (|iii

s(!ra donc c.xacl-

< iiAi'iTiih: III. ~ niis TAULF.s TiiicoNOMiVriiiyrKS A\

Si l'on si.ppos,. r,..n()'., -iransed,. ./„;{flo-
J,

ces («mmiles
(i('\ icnncnl :

/' .•(.u.l nioindn. q„o .'10", (oui, es! connu dans les seconds mcn-
|.rcs, une simple sousiracli.m donnera \rs sinus et l.s cr.siu .s|cs arcs plus ^r,.an,|s ,,,„, ;{(),,

Remarque,. I. Si l'on suisail le procédé (|ui vieni, d'èlre in.li-

^ _ jnc pour ca culer les sinus e(, les cosinus, il sérail nécessaire de
des formules (I: f!''^'"'"'

-i des verilicalions nombreuses, car une erreur com-
|.i.se da^is m... opération rendrait incxacls tons les calculs sui-

fn oi-h Vs l'
'"'""'' :''

"'" ^''" "^ ''"' '^^" <^l^'"l«<-ulo.nent
Ip nKhees .s erreurs s'accumulent à .nesurc qu'on avanceJans les calculs et penveni devenir considérables, j'our remédierA ce .nconven.ent, il tau.lrait avoir soin de déter.uiner direcle-

I
ont les smus et cos.nus d'.n. certain nombre d'arcs convena-

Jinnent cIkhsks, afin de vérifier les résultats obtenus. Cette
|.H'jd,ou a déi^élé résolue Vhapin. //. Ap.liralZs {^,1
I
a de des formules du n" 28 , on peut avoir directement les si, us

t le dée^Z " " 7 '"• ''" ''""^''"^ ''"^^' ''^''-'•« '^«^ v'^"^-^
-

i' i H .

"."'
'r

p' •'''' "'" •M'l"'<>^im«'"io" suffisante, comm,"
*omis de départ d'une nouv.dle série d'opérations que l'on elTec-
nerait avec les formules de Simnson.

i des arcs de I

12a, cou ''2(1, et(

'OS b

V),s' /;
,

l~b

ut — 1 , h

m—l] h

[ )n-—l , m=_l'

. 2 eus ur -1

.2 cou 10'.— t'o.s'l(i

. 2 eus 10' — COS'ill

.2 eus 10'-~cos'3\f

maniùre reniai-

os h

in h.

~b]

n b.

I. Quelques ouvra^Ts spéciaux contiennent les valeurs natu-
clles des fonctions trifronométri,,ues; mais dans la plupart des
il'plications, les calculs se font au moyen des logarlll.mes- c'est|ourquoi les tables usuelles ne donnent que les logarithme's d'>|aleul-s na urelles, et l'on s'est borné à inscrire dans ccTtables|es logarithmes des quatre fonctions : sin, cas, trj XoTà

Il S t T"" ''l
'°^-''^'.""«« "« '-^ «éeante et de la cosécantc

.

I
s iflna t de prendre en signe contraire ceux du cosinus et du

I
us puisque ces dernières lignes sont les inverses des deux

m

m

i
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t2 ^LKMENTS DK TniGONOMllTRIK HECTILIGNK

§ II. - Tables dos loffarlllinics des fonctions
tpiî|ononiéli'i(|uos.

Disposition et usage des tables.

39. Les (ahlcs 1: ;p)noni('(i'i(|iics soiil <lo deux ("-.nèccs • i" /rv
gnnulcs tables

,
,Ii(os de C.vi.i.Kr, dr OtPCs

, de, qni condon-

I
La môr

[et cot(j , (

séculifs r

jet en iiiipl

I
— Ing coli

On |)oii

gciiti'sdo

^sinus et (

l(j a=des arcs de 10" en 10", depuis OMus.p.'à !)0<., et de seconde eng
seconde pour les b pren.iers d,..aés; 2" le, pclltes tables, difesfdonc en .1,de Lalano..: qu: conhennenf les lo^aritlnnes des lignes Irigono- j; ,

'

métriques des arcs de :ni,ui(e en minute. Parmi ces dernières i'"^
'•'"-

^s unes ont été étendues à 7 décimales; les autres, de Di im is!
^ Remarq

HoiM., cic
,
sont a 5 décimales. La disposifion de toutes cos-Jdiiïércncci

tahesest (hulleurs la n-ème; il suflK d'indiquer, par cxemple,|des arcs
CCI e dos tables de Lalande. ' | valeur ou
AU lilro de chaque colonne est joint le nombre des degrés (l<> | (luit un chi

larc; de O^a 4.)°, il est écrit en liant, et les minutes qui s'\ lobscrvatio
rappor eut sont dans la première colonne à gaucbe. Les colonne^Jarc très-'
suivantes contiennent, sous d s (ifres respectifs, les logarithme. $voisin de

4o a !)0'\ a table revient, pour ainsi dire, sur elle-même, et lu 1
lec ure se lait en sens inverse : les degrés sont au bas des pages. |e les m.nules dans la l- colonne à droile. La colonne des^;/4pt des eofe devenue celle des oo., et réciproquement; la colonne dos /J^,i ^°
es devenue également celle des cobj, et réciproquement; ce qu 1 , 1lon comprend sans peine, un arc plus grand que 45° ayant pour 1 ,

' ^-?

complément un arc plus petit, et Le versa ^ l 'f' ''f
''^''

i| dans u prîi

iO. Les ditlerences entre les logarithmes des sinus de deux
"'^

41. Au parcs consecul.ls ornent une colonne de difrévences tabulaires, j (ables à 7

f convénieni

IL Les s

il en esl

et des cota

à laide desquelcs on peut calculer les logarithmes intermé- I lant, par e:
diaires. Il en est de môme ù l'égard des tangentes , etc. Ces ditTc-

" '

ronces sont positives pour les.s/«n,v et les tangentes, parce que
ces fonctions croissent avec l'arc, tandis qu'elles sont nénativr^
pour les co5/ftî*s et les cotangentes, qui diminuent quand l'arc
augmente. i i<.i

Les tables de Dupuis ef de llouël contiennent, en outre, de.tmes de parties proportionnelles qui dispensent de certains
calculs nécessaires avec les tables de Lalande

I
mise n'atte

I ri décimale!

i I»ioi des p(

mêmes; m;

mières. Les

; sont calculi

vue des app

toujours un
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S fonctions

. ("".porcs : I" /('v

(c, (|iii conlioii-

liif,'Oiioiiiélriqii(^

[îl (lo seconde en

lies tables, dites

s lignes (rigono-

li CCS dernières,

(res, de Di pi is,

m de foutes ces

îi", par exemple.

re des degrés de

minutes qui s',\

le. Les co!onne.«

les logariliinies

'laut er bas. Dp

ilo-mèmc, et l,i

I bas des pages,

colonne des //(

colonne dos A/

ucmcnt; ce que

45" ayant poui

CHAPITIIE m. — DES TABLES TlUfiONOMÉTRIQL'ES .{3

La môme colonne de dijfercnces se rapporte à la fois aux Iq
et cntii, car, ces lignes étant inverses, ,,n a pour deux arcs con-

sécutifs nvXh : l;/ n .cotrf (t= i,, /> , rof,/ 1, • d'où ^3.1!l -.'^LuA
r^

, ,

.

,

" '

/.'/ '> coin a
'

Ict en appliquant les logarithmes : tog Ir/ a— lofjtnh=zloncofnh— Inffcolr/ a.
^

On peut remarquer que la difTérencc des logarithmes des tan-
gciil-sde deux arcs, est la somme desdilTérences des logarithmes
sinus ot des logarithmes rosùiKs des mêmes arcs, car:

tf/ a .s-m a cos b
_

Ig h cou a sinb 'cos a •' cos b
d'où

sinus do deux

"('S tabulaire^-

hmes interme-

, etc. Ces difi'c-

\les, parce que

sont nc'galivrs

3nt quand l'aie

,
en outre, (!("<

nt de certain^

donc en appliquant les logarithmes :

ilog If/a— loQ lrjb= log sin a—lo,/ sinb-^hg cosb— log cos a.

Remarques. L A l'inspection des tables, on constate que les
(liirérences (ahnlaires deviennent très-petites pour les cosinus

|des arcs voisin^; de 90"; de sorte qu'un petit changement de
^
valeur ou une légère ernuir sur le logarithme du cosinus pro-

I

(luit un changement relativement considérable sur l'arc. La même
|ohscrvation s'applique aux sinus des arcs très-petits. Ainsi, wh
^^arc 1res -petit est mal déterminé pai' son sinus, et un arc
ivmsni de 90" est mal déterminé par son cosinus. Le môme in-

i
convénient n'a pas lieu pour les tangentes.

i

i
IL Les sinus et les cosinus de tous les arcs sont moindres que

1
1 ;

il en est de même des tangentes des arcs plus petits que 45°,
g et des cotangenfes des arcs compris entre 45° et 90

;
par suite

I
toutes CCS lignes ont des logarithmes négatifs. Or, dans certaines

I
tables, pour éviter les caractéristiques négatives, on a augmenté
les logarithmes de 10 unités ; mais cette addition est inutile, et,
dans h pratique, il vaut mieux rétablir la vraie caractéristique.

41. Au point de vue de l'exactitude des calculs, ce sont les

j
fables a 7 décimales qui sont les plus avantageuses : en calcu-

î l.int, par exemple, les angles d'un triangle, l'erreur totale com-
l mise n'atteint pas 0,2 de seconde, tandis que, avec les tables à
' .-> décimales, l'erreur peut s'élever à 18 secondes. Quant à l'em-
pK»! des petites ou des grandes tables , les résultats sont les
mêmes; mais le travail est bien plus laborieux avec les pre-
mières. Les tables les plus commodes sont celles de Dupuis, où
^ont calculées toutes les parties proportionnelles. Au point de
\uc des applications pratiques, les tables à o décimales donnent

= toujours une approximation suffisante, et les calculs se font plus

m
m:

•i"îî;|i

''>:;'ii^'

- •*;!^

'-:'.'.

L'-

','. ':,{r,'

'V

':''' ,4'..
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7."'" 'i;.'^' '<•'"• formai l.s ...n.l p!„s porlalivcs e |es 11 r^n ,

Diipuis (

(1 liées. V

42. Onollcs ,|i,e soient les (ablos doi.f on vont faire u<il'ocs( .n.lis,K-nsai>Ie .lo savoir résoudre l,.s <lou , | Km" .s^s-

f0^cs| on. I.m( a lin arc <lonné: 2" Imiivor lo plus pelif are ro

nll.mo llsulfiraderesoudrecesdcuv i.rohlémesavec IcsIU.Î,

Si l'ai'c était plus grand que 00°, il fiuidraif d'abord le rinip"^ncr m. C ,,,„„„t („o i,). ,,,,„,„, j,„^^ ^,^ ar m i d.^ ,

^^

90". Soif
, par exemple , fi trouver :

'

1° Le lorraritlinie de sin'i^o \T .{J"

d^^JrltuJt!'
^^"" ''"<

:^"'"n"
^'^» ^'•«'•cl'^'- le nombre dol

d ? end'^t h ? T'' '
'^ ' "?' ^''' '''^" ^'•'^"^^ 290, suivre 0, ;aescenddnt la l't eoionnc a gauclic iisquVi la ligne 17' La hhh'donneon regard le lo^arilbine de ^..oJolT', ^u\ s î'68^4<^ 1La différence fahulaiiv 2252, .lacée entre ce lu'^ariti me eTlT

'

mcnfail C ,0 le logaritbme augmcnlerail de 2252 unités ,1

I^Sen enn':^
en considérant ces deux accroissemenls con.sensiblement proportionnels, on en conclut que le logaritbny

trouvé doit être augmenté des ^tj de 2252 onde 1764 «nil.
du 7c ordre décimal. Donc, le logaritbmc cherché est Ï,68959!M.
Le calcul se dispose de la manière suivante :

%.^m29°17'=::T,6894232
pour 47" 1764

2_252X47_._..
g(j

^ _1764.

iji >!"( • ',(

% sin 290 17' 47-- 1,6895996

Les tables de parties proportionnelles jointes aux tables

2" Tvo

L'arc 6

degrés or

la premiè

en regard

diirérencc

cèdent, q

1771 unit

•le 22",5 (

(i6l unités

1,764064/

l0(Ji

Inr/ cos

Problèm

\" Soit,

Dans la

iliatement

à Parc do

du septicm

la table de

qu'il faudi

lion ^ =

mandé :c=.

posé :

po

IM-
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CHAPITRE III. — DES TABLES TRIC.nNnMI-ÎTniOrES

I Diipuis .lis,K.nsonf ,I.> lai.v la mullipliralion oA la .livision in.li.

I
.|ii(M.s. Voiri coiimioiit se liiit ,•,- mk-i.k^ .•adiil •

log sm 20" 17'.iO"^-. I,(;8no7;{;{ Diir -MCy
pour 7"

26'J

io<i Hin<i\)^\r/,r=\,môimH\.

wi faire nsago.
i

V pnililèmcs siii-

li'if:()n()in(Hri(|ii

lus pclit arr roi-

'1 connaît lo |oj.m

os avec les (abic.

aire connaUic L

'^ tî" Tvnuvrv Iv /(ii/fn-il/niH' de cos ;»{<'2n'22" fi

l
L'arc étant plus grand que 45", il laut ehei^her le nombre <les

.
.legres en bas des pages, et à celle où l'on trouve :i4". remon e

^
la première colonne à droite jusqu'à la ligne 2!»'. U table donné

I
en regard le logaritlime de ms .V,"29', ,,ui est t 7(il IHI 1 o( i-.'

d.f erence tabulaire 1771. On conclut, iou.me dans le cas pr -
cnlent, que s. l'are augmentait de fiO", le log. .liminuerai de
1 /' t unîtes du septième ordre décimal. Donc, un accroissement

fl'abord le ranif- 4
arc moindre ciir |

22^
(iO

lie 22",5 correspondra h une diminution des =^;^ de 1771 ou

f-îv oîv'' ''f.

'"'*^''"" "''''' '^•'''''"''"- ^^' '«- 'Cherché est donc
l,/tu0fa4/. Voici la disposition du calcul :

log ro,s .^.i"20' =ï,7ti.ii;}H -_1 771 x 22.?)
pour 22",

o

- 'i(i.i 60
=:— 6(li

I' le nombre de

i'c 29^ suivre 01

•ne 17. La tah!^

i est 1,689 423

i

logarithme et h *

ne si l'arc nii

2252 unités d

hr, cas 5.iû29'22",5=:ï.7ti.i0647

Problème II. Tyourn- h- ^ dus petit arc correspondant à une
iii/ne tri(jonomc(rtf/iie donnée.

1" Soit, par exemple, à trouvei' l'arc x tel que :

%/7a?=i 1,875 4328.

2252 unité. ,1 . ,w'"' '^ 't""'
"^'^ î'-^^g^ntes, on trouve que le log. Immé-

- le lo'-nriduw I ' ''^'^.."'^ àb'^oô, et la différence tabulaire est de 2681 unités
. lo^anthn. I u septième ordre décimal. Or le log. proposé surpasse ceïui de

i uni!.. ,
l-T

!f
le de Io94; si l'on désigne par d le nombre de secondes

'

qnil faudra^ ajouter à 36o53', on pourra écrire la prcpo'^^-

c le logaritlim

de 176

est 1,689 59!tii

uon ^^
1594

d'où d=z
1 59.4 X 60

=36,25. L'angle de-

47= 1764.
, mandé

[)OSé :

2631' """ "~
2631

= 36" 53'36",35. Ordinairement le calcul est ainsi dis-

aux tables

logt,!X=z f,875 4328

logtgS()0^6S'= 1,8752734

pour 36",35

1594X60 ,.„.
2631 =^'Wi3r»

1594

.T = 36°53'36",35.

"h\

:irr

^<ri:

'
.

'
^-
:«•' r

M

'A
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t:î

En faisant usage des tables de Dupms, les parties proportion-
nelles abrègent le calcul. Voici comment on dispose l'opéra-

%/r; a?= 1,8751328

%^(;36'>o3'30"=ï,8754050

pour 6" 203
pour 0,3 13

pour 0,05 2

Diir. 439

278

15

2

%«5r 360 53' 36",3o=î,87o.i327.

2" Soit encore : log. cas x-~l,6UH i7.

En cherchant dans la table des cosmus, on trouve que le log
donne est compris entre le log. de cos 63° 1 0' et celui de 630 1 r: l'arc
cherche égale donc 63° 10', augmenté d'une quantité proportion-
nelle à la différence tabulaire -2498. Or la différence entre le
log. cas 630 10' et le log. donné est -1437; donc, il faudra ajouter

à 630 10' la quantité ^^l]'^/^

.r=63ol0'36",51.

=36",51, et l'arc cherché est

On opère de même à l'égard des autres lignes trigonométriques •

pour es tanrj., on fait les mêmes calculs que pour les sinus, etpour les cotanr/., les mêmes calculs que pour les cosmus.

Applications.

10 Calculer te plus petit arc positif qui satisfait à l'équa-
fion : sinx= ^.

En appliquant les logarithmes, on a ;

lac/ sin x= log 2—% 3

,

ou log sin .^=0,3010300-0,47712125= 1,8239088.

^^'" <^" ^ • % sin 410 48' 30"= r.823S919
; DifT. 236

On irouve y, p^j^T^^^
Donc a?=41o48'37".

I
20 Tro

^ fl l'équal

On sait

Donc

En app

fl'où log

donc

30 Trot

l'équalioh

En rem

On en t

La solut

La solul

40 Cale

sachant q

On a :

donc

.

en i

log

ou lOQ

(On rem

'os néfati!

Donc
ri
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ies proportion-

ispose Topéra-

'9

8

5
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CHAPITRE III. — DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES 47

2° Trouver la plus petite valeur positive de x satisfaisant
^ à l'équation : séc'^x=3.

On sait que séc'^x=z\-\-tçfx.

Donc \-\-ttf^x=:^ ou tg'^x='2.

En appliquant les log. : 2 log tg x=log 2=0,301 300
;

d'où /o(7 /(/a?=0,1505150, qui correspond à 54° 44' 8",
'.i9

k donc a-=54o44'8".

ive que le log.

de 63° 11'; l'arc

itc proportion-

:rence entre le

faudra ajouter

c cherché est

3° Trouver les arcs du premier quadrant qui satisfont à

l'équation : 3 cot x -|- 2 tg x= 5.

En remplaçant cot x par -r—- . l'équation devient :

-\-^tgx—n ou 'itg'^x—'^tgx-hS=iO.
tg X

On en tire : tgx= — ^
. = -y =1 et 1,5.

La solution tgx=\ corresponde a?=45°.

La solution tgx=\,n donne a:=56° 18' 35",6.

4" Calculer l'angle x tel que: tangx=tang X-\-tang'B,

sachant que A=38o24'30" et B=49M9'40".

On a : tgx=tg k-{-tgB, ou {n° 3?, formule 27) :

•^ cos A cos B

donc , en appliquant les logarithmes :

log tg x=log sin (A+B)— log cos A— log cosB,

ou log sin (A+B)=:%sm 87" 44' 10"= 1,9996609

(On remplace les colog cos A = 0,1059039

log négatifs par les coing ^ cnlog cos B = 0,1 8fi 9318

log tgx = 0,291 4966

Donc a7=62<'55'42",8.

ift^-'i
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ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE

•50 Évahier le plus petit are positif qui satisfait à l'équa-
tion : cosx=i—,.

4

Soit y le supplément de cet angle; les eos de deux angles sun-lplemenfa.res sont égaux et de signes contraires, on a donc '

'

cosy=z~-cosx=l- d'où logeas y=locj^+c<ylogL

log3= 0,/w7 12125

colog i= 1,397 94001

d'où

Donc

logeas y= 1,87506126

y=i/i\'^n'3i",6.

07= 180°—V— 1380 35' 25",4.

6° Calculer l'angle x campris entre G" et %o qui satisfait à

et y_ibo47 à ,6. (borbonne, 13 novembre 1860.)
j

On sait que sinV-\-sinQ= 2sin!,{V+Q) cos|(P_Q).

Donc sin x=z^sin ^,(45o 6' 41") ros J(llo32'33" g)

d'où : = 2 sin 22^ 23' 20",5 cas 5° 46' 16",9
;

d'où lag s--. x=log^+log sin 22" 33' 20",o+ fo^ cas 5o46' 16",9.

% 2= 0,3010300
/o^sm 220 33' 20",5= 1,5838554

log cas 5° 46' 16",9 = 1,9977931

donc

lag sin X = 1,8826785

X = 49° 45' 13".

t° Résoudre : sin x+~ eas x=—-
Comme il y a des tangentes de toutes les grandeurs, nous

pouvons poser ^^ 9=^ , 9 étant nn angle auxiliaire. L'équa-

tion donnée deviendra sin x cos<f+casx sin<f=-.'Los9-

ou —sîn{x-\-(p]= ^cos(f.

)
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tisfait à l'équa-

lieux angles sup-

, on a donc :

3-\-colog i.

qui satisfait à

P=^28ol9'37",{

50.)

33",8),

CHAPITRE 111. DES TABLES TRIGONOMÉTRIQL'ES

Calcul de 9

/or/ 17= 1,2304489

\—log 8=0,9030900

/or/ /ry 9=0.327 3589
:64o47'56"9:

/or/ cos 9 =T,629222o
/or/ 2= 0,301 0300

colofj 3=1,5228788

log [sin (07+9)]= 1,433 1313

16° 29' 30".Arc correspondant :

Or sin[x-\-(f) est négatif; le plus petit arc positif répon-
dant à ce sinus sera terminé dans le troisième quadrant.

Donc (a:+ 9)=i96°29'30"; d'où .-r=131o41'34".

Le plus petit arc négatif sera

a^^__ç_16o29'30"= _81ol7'26".

Les autres solutions sont tous les arcs déterminés par (n" 17)

les formuL = ''KTc-f-a? et (2KH-1 tt— a?.

'# ',.''''• i

H^Â

:;os5o46'16",9. 1

mdeurs, nous

iaire. L'équa-

2=— nC0S9;

- -
' il'

•

\n
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CHAPITRE IV

RESOLUTION DES TRIANGLES
Les an{

M» '^78= c:'

c= blgC

-m

il.
l %

lût t\f

§ I. — Des triangles rectangles.

^l-UresV'irr''%' f'
••rP^^^^"^'^'' '<^« a^Rlos d'un triangle par lo.

droit, et „ rhypotcMu'sè?)
''^""^'''' ^ ^^'^'g"« ^«".lours l'angle

df^'c^trtoJ' >^l"'-" r 'rr^^'
^^^^ct^nolo, chaque côtr.

sinuZot'n 1

''^""^ " i'hypoténuse multipliée par le

',
/ /. -7

' V''' '"' cdte'9,.'on cherche, ou par lecosnus de l am,le adjacent à ce même côté.
^

Soit le triangle rectangle ABC. Si du pointB comme centre, et avec BC pour ravon,
nous décrivons un arc de cercle, nous aurons
par définition (no2)

:

'BlT~â-- ''^" b=asinB..s/n B:

Fig. 35.

sin B= cosC,
c:=acosB.

Les angles B et G étant complémentaires,
donc h=acosC. De même, cLasinC et

Remarque. Ce théorème est une application du théorème fou

Sétt h
P^^J^?f^«"« (»?3); car, chaque côtc^deTanScdioit et,.nt la projection de l'hypoténuse, on a immédiatemed :

d'où

c=acosB et b=acos Ci
r=asinC et b=zasmB.

.3



r.IIAPlTRK IV, niiSOLlITION DnS TRIANGLES Kl

i't. Théorème II. Dans un triangle reclanf/le . chaque café

de l'angle droit est égal à l'autre côté multiiilir' par (a ta)i-

gcnte de l'angle opposé au, côté qu'on cherche, on par la <-o-

tangente de l'angle mljacent à ce ménw côté.

Kn offet, si du point B comme centre et avec

BA pour ra,yon, nous décrivons un arc de
cercle, nous aurons par définition ^n" 2) :

/H AG b
d'où t)=ic tg B.

Les angles B et G étant complémentaires

,

/r/B=:co/C; donc /> = cco/G. De même,
c= ljtgC et c=zihcotB.

Fig. 36.

?m

Remarque. Ge théorème peut se déduire du précédent; car

les deux relations />= « sin B et r--=. a cas B, donnent, en les di-

visant membre a membre, =:- - ,, :r-z tii B .

' eos B •'

Ges deux théorèmes suinsent pour résoudre un triangle rec-

tangle , résolution qui peut présenter quatre cas , selon que l'on

donne :

1" L'hypoténuse avec un angle aigu;
"1° L'hypoténuse avec un côté de l'angle droit :

3° Un des côtés de l'angle droit avec un angle aigu ;

4^' Les deux côtés de l'angle droit,

io, l'"' Cas. On donne l'hi/polénnse a et l'angle aigu B; et

l'on demande l'angle G et les deux côtés b et c.

L'angle C est le complément de l'angle B, donc

C=90«— B,

Le ler théorème (n" 43) donne pour les côtés de l'angle

droit :

b = a sin B et c— a cos B

,

46. 2" Cas. On donne un des côtés de l'angle droit b et l'un

des angles aigus, B i>ar exemple; calculer l'autre angle aigu

C, l'hj/poténuse a et l'autre côté c.

L'angle G est le complément de l'angle B , donc

C=90»—B.
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Le 1er théorème donne b-^a sin B, donc

Le 2Mhéorème donne c=hcotB.

On a, par définition, sùiB—cosC-.

ri3',
'" ^*''" ^''/'°'"'^ l'hiipoténuse a avec tm cd/e b c/e Vannhdroit: calculer les angles h et C et le côté c.

'^

6

a'
Le côté c est donné par la formnlfw— ./^,i /•> n„

Remarque. La formule stnB= cosC=
^^

donne une approxi-
mation insuffisante lorsque 6 difTère peu de a, car le rapport

,,
étant très-voisin de 1 , l'angle B difTère peu de 90", et l'angle

C de 0- ces angles sont mal déterminés (no/^O, Rem. l\ Il est
préférable d'employer la formule :

t9lc = ^^~^osC
\~-fli^rc

(formule 18),

Et comme on a cos C^~, il en résulte

Cette formule présente encore un autre avantage celui dP ppdemander que la recherche des logarithmes de «+6 e de a-"les mêmes qui servent à calculer c.
'

-i8 4e Cas. On. donne les deux côtés de l'anale droit h et vcalculer les angles B et C et l'hypoténuse a.
'

Les angles aigus sont donnés par la formule (n» 44) :

tgB=cotC—^.
c

On pourrait ensuite calculer l'hypoténuse au moyen de la relation a^=6-^4-o- mais il est préférable d'empIoyerlLLlê



;ne

i/e b de Vangle

'^' Pour rendre
it de rempla-

'), et l'on a

' une approxi-

3ar le rapport

90", et l'anglo

lem. r. Il est

celui de ne
et de a— h,

"Oit h cl c\

n de la re-

la formule
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logarithmique a=--^^'^^: car, l'angle B étant connu par sa

tangente, or. peut avoir facilement .sinH.

Exemples numériques pour indiquer
la disposition des calculs.

Dans les exemples suivants, deux cas se rapportent à un
même triangle et servent de vérification. Le calcul est fait avec
les tables à 5 décimales.

1^'' Cas. l A= 90"

Données
|
a=12'i.4"'

(
B=:42o48'.

C=90o— Bz^QO"— 42° 48'=47ol2'.

Formules! ^= ''''''1' [og b=.log a-^log sinJi.

[
c= a rns B

._ iog c = log a-\- log ros B .

%a^3,09830
logsi7:B—\,H3iin

2,93045
6r=852ni,02

%a= 3,09830

log cos B=r,8fi534

2,96384
c=i 920-^08

2' Cas.
(
A= 90o

Données
|

6=:8r)2n',02

( B=42o48'

c=90o—B=90o— 42" 48'=470 12'

Formules """^sinB' ^-og a= log b-log sinB

( r=:6co/B. Log c — log b-\-log cotB

% 6= 2,93043
/or/ smB= 1,83215

3,09830
a=1254'"

3' Cas.

Données

log 6=2,93045
/o^co/ 6= 0,03338

2,96383'

c= 920^,08

A=90o
0=397^70
6=388'»

Formules
j
c=^ [a-fb] {a—b). log c^^[ log (a+6)+/o(/ (a—6) ]

.

'0^^—\/a'-Çl>- f^(^0f9^C=l[logia—b)—log{a-{-b',].
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f^alculs auxiliaires ( «+/>--78d>",7

%(a-6) = o,9.S(J7/

c= 87"! 30

4^ Ca«.

Données

a—/):=-. t)m 7

Jory (a— 6)= 0,986 77— /o.9(a+6)= 2,89o26

/o^/û'|c= r,045 75

^0= 60 20' 25"

C=12"40'50", C= 77ol9'i0".

A= 90"

6 = 388"'

c=87m,30

Formules
^'^^

<"' ^'"'J^d^^^logh-logc.

\ 67/iB- ^-^On= logb~logsmB.

-Î^cÏjSo'
I

,
%^ = 2,58883

mf^ -%-nB=T^9^
B-7/.'19'l0", C=12o40'o0" -'^'^'^-'^

•
I

«= 397^,70.

ou

'^M

Applications.

des !anlJr;!/us -1,^0
'"'''' ''''' ''' ^«^' à la tangenfe de l'un

b

ie problème est ramené au lor cas.

i69.) ^o>^c.po»c^anfe h. (Sorbonne, lo juillet

fiuse

1869.

.io
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!''•' Solution. On a les deux relations :

'ibc= <iah,

iCI.aciin (les deux membres de celle dernière équation exprime
le quadruple de la surface du Iriaii-le. .

M""nL

Ajoutant et retranchant membre à membre, il vient :

d'Où
/,+ r= v/«(a+ i)A,) et h-c= ^a\a~fli.)

Connaissant la somme et la dilîérence des côlés de l'angle droit
on obtient aisément ces deux côtés et l'on est ramené au 4'^ cas!

2" Solution. On a br=.ah: or b= asin\i et c=acosB,
donc bc^tf-sinVico.s^, ou aA^a'-'smB cos B,

1hou 2 ah— a^ sin 2 B ; d'où sin 2 B

=

'S^eïs^nt""""' " ^" '''''' ''^"^^^ '^' «' '« -'-^'

//.f^^r °T^'T T "i""^^' ''"'l'"^fJ^^' connaissant les projcc-twns 1) et c' des rôles de l'angle droit sur l'hypoléLse.
So!t h^ la hauteur, l'hypoténuse étant prise pour base. On a

DroTlèmV"..
'

'"f'.''T=^^'r'''' "" " ^•^"«' ^«'"'"^ dans leprob eme précèdent, a résoudre un triangle rectangle, connais-
sant

1 hypoténuse 6'+c' et la hauteur correspondante sJl'T^''.

i^ Résoudre un triangle, connaissant l'hypoténuse a et la
différence d des côtés de l'angle droit.

^^^- b=asinli
•''

'

c=asinC;

donc 6-.C0U ^f--^aisinB-sinO-<'2asinl{B--C]cosliB+Q
(formule 22). Or ^(B+C^3=45", donc co4(B+C)=1^2

;

par suite,

d'où

c/=a^2sm0(B— C)

sm^B— G)= d_

V2'

'')*'!

'S

^Mm]

L^>M

"^Mf/:*

T?i

w
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1
^

nette formule donnera ^(B-C), et comme on connaif

4^n-|-r;^= 45o,
o,, obtient aisément B et C. On anra ensnil.

b et par les éqnadons du théorème I-'.

I ..^ deux fo s le rayon ,lu eerele Inscrit {Groméili

,

reclande dnnf
*'""' '"'^'"'' à résoudre un triangl.

cotes de I angle .Iro.t. En opérant comme dans le probité'

précédent, on trouve la formule co^ B-C;=''+^''
^ „;

donne |(B--C';

«lieu,. |!B-K=/.,y. o„e„conrlulaiscmc„«Belr.
nui,

Jes deux côtés 6 et r.

S'Oit 0? l'autre côté. On a :

-^=^ et a-U.^,^,

par suite ; ^__ 4!2?Lzt:£"^

4m.

M«'S ^=a.^.,C, donc a-= ^'^^±^,^^c
équation du 2^ deeré nui a,..?^ -«egre

,
qui

,
ordonnée par rapport à x, devient :

n„ ,.

"^^ *^^ C—4wa?4-4m2 sw C= 0.On en tire :

O"= 2înH- v^4m2-r4j^im-' sm"^C
stn C ~ ou a7='^^±'^.wy'.l—sm-'C

sin C
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imc on connail

On aura ensui(<>

ssnnf l'h)jpotr-

)it ôpalc riiypn-

it {Gc'omch'ù;

,

Ire un triangle

Roriime a-f-2c
ns le problônio

-
av/^ ''"'

t B et C. puis

ant un nngh
^idjacents.
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V.w prenant le radical avec le l'"' signe, un a :

1
(III a-' =r.l2mco/.7ijC;

avec le 2'' signe, on a de rnènio :

,,,_2,n(l-co.C)_ ^^^•^'^^^^C

57

ou

^, devient

1—sm^C
C

§ II. — Des triangles quelconques.

49. Théorème 1. Dans un triangle, les côtés sont propor
iionnels aux sinus des angl»'s opposés.

Soit le triangle ABC. Me-
nons du sommet C une pci

pendiculaire sur le côté op-

posé ; cette perpendiculaire peut

tomber sur AB i^fig. 37) ou sur

son prolongement (fig. 38;.

Dans le 1''" cas , les triangles

rectangles CAD et CBD don-

nent :

/
A/

/

C

/

Fig 37.

CD= 6 sin A et CD --• a sin B
;

Kig. 38.

on en conclut :

6 sin A= o sin B ; d'où
g _ b

sin A ~ sinB

'

Dans le 2^ cas, on a également CD=6 sin A , car les angles
supplémentaires en A ont même sinus n" l-j 3°^ et CD=« sin B.

a b
Donc,

sinX .smB*

"-/W.'-^îi '1

.•#ii.

-./r--'**

.;.-V 4^!

'1';/,
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in A "
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c

Si'n C*

Soit CD la perpendiculaire abaissée du som.net C sur AD
1" S, l'angle A est aigu i^^^. 37 , ou a iGcom,Hne, n^m) \

OrAD^::6co.sA,tlonc

2vSi l'angle A est obtus (fip.
^f<

, on a :

a'''=62-)-c'-+')cx VI)-

a:'=b-^+c''—<ibc cos k.

Remarque. Ce théorème donne les fmis rnin«:^„
entre les six éléments d'un triangle •

'"' '"'''''"'««

«'= ^-+^'-— 2/>«c-o.s-A.
]

c'=a^+6-<— 2a6co.s-C.
)

On pourrait encore déduire d'autres relations • n..

^ -acosC+ccosA
)

En joignant aux équations (1- ." = ^ :.= -_iL_
la relation:

'
''''

^ . "î'i^ r T^
on a trois systèmes d'équations pour résoudre un fnnnr^in
triangle étant déterminé par triis éléments f l'un p^ '

'"^"' ""

étant, un r^u^^ u^ vp\J\-1 o
^-'^ "^'"^ (1 un d eux au moinsui. ^.lu.

, i,.a reiatiuiis ju; sont les sphIpo //,-./.• /

pu.sse„t exister entre les six éie.enls. On',^:!?.: /actmenVe"„'

v^; (îU'el, qu

I
deux au

^ [i'vohl. .

.'il.lij

qiielcon(|

1" Un (

*' Dcu

i' Deu
4" Les

.V2. 1"

demande

L'angle

donc

Los relati

posés ^n"

1 formules

I S3. 2-^ c

côté c.

On obti(

f on a ensui

I

54.'DiBa

(2)

(3)

Pour que k
^ que Ton ai

la Irf
hyi

u=:b sin A
:no43); le

qu'une solii

Dans la !2

Ior

l'angle I

qui y corre
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II' ''OMsêquent

t' (l'un cala eut

V rôles, nioi)i.^-

•' le cosinus de

«l <; sur AD.

Uvie, II" 216)

-2cxAD.

, donc

-'Ihc cnsX.

est obtus (flg.

h 26-X Al);

it suppléuicn-

et par suite :

ns suivantes

ar exemple,
D=a cosB,

(3;

c \

^(
80»)

le; mais un
X au moins
tincles qui

lement, en
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Hlel, (jue de chacun de ces (rois systèmes on peut déduire les
deux autres. Nous proposons cette vérilicatioii comme oKorcico
,
l'rohL 34u et 3^itJ;.

JJl. Ily a qualre cas principaux dans la résolulion d'un Irianulo
quelconque, selon que l'on donne :

MJncotéet deux angles;
i'" Deux cotés et l'angle opposé à l'un d'eux;
3" Deux côtes et l'angle comprise
4" Les trois côtés.

b± l--' Ca». On donne un c W: a et d,ux angles B et C; on
demande l'angle A et les côtés h <>( c.

L'angle A est le supplément d.- a somme des angles B et C,
donc A = 18()"— B+ C.

j

Les relations obtenues entre les côtés et les sinus des anizles on-
[

posés ;n''49; donnent :

'

fj__asînli ^_asinG
sm A '—

s/« A '

formules qui permettent de calculer 6 et c.

53. 2" Cat. On donne deux côtes & et h et l'angle A opposéal un deux; on demande les deux anales B d C et le'A"
cote c.

On obtient d'abord l'angle B par la formule : smB=
on a ensuite C=180o—(A+B) et enfin c=^-t"l-?

sink '

54. 'Discussion. L'angle B est donné par la formule :

6 si'n A

b sm A
a

sin B=
n

^
Pour que le problème soit possible, il faut

" que l'on ait smB=il ou smB<l. Dans

I
la !' hypothèse, B=:!)0'' et l'on a

sa— bsink, c'est la perpendiculaire CD
"" 43; ;

le problème n'admet évidemment
> qu'une solution.

.-...„ . .!^. jjOt.iOac , On a Sirl A •^ a :

AZ

-- 'H-
1
angle B étant donné par son sinus, il existe deux valeurs

' nui y correspondent, l'une B' moindre que 90° et l'autre B"

:1

' 'W^t

4'

:hi

•Aï*

"i..

1>'«i'..
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sil'onr A+ï^^\to' i 'r+r^rso""T
--admissibles

cette dernièTe condition eVretph^''''
"^'''^ '"" ^"^' ^^^

il Ïlt^^X/iT''^^'
'^

"'V^'"'"'
'" '^'"^' ^'^"S'« B" étant obtus.

Il est évident que sa valeur est ù rejeter. Pour que celle de B'

suite B< 1800- A, et par suite, smîi'<smA, ou en rem-
plaçant B' par sa valeur ^'^^ et simpllHant, a>6. Done

o/u^.on. et le problènie n'est possible que si l'on a a>b
2^ Cas. L'angle X est aigu. Dans ce cas, la condition A+B'<180-'

a ou A<18Uo—B , et par suite smA<6mB": on en conclu

em,re'T''r""' /<•'" Quand cette dernièr'e condition

cas contiaue a>^. Donc, lorsque l'angle donné est aieu If.proOlerne est torpeurs possible; mais il n'admet de.S J S i.

z loTque rj; 11,';
^^ ^^^ ''^^ -^""^- - '-^d-i-nt a

En résumé, il ne peut y avoir deux solutions que si l'analedonne est aigu, et en même temps, le côté opposé à cet amiepluspetu que le eôté adjacent. Il est essentie d'examiné îdoiKiees du problème avant de commencer les calculs afin d' -
viter des opérations inutiles,

tion" S'-ftîiTVr '''f
''' W^^^^^ni. en discutant l'équa-

lr;.ol/-lt48.r " '

^'^^^'"^ P- -PP-^ à - Voir

55. 3" Cas. On donne deux côtés a e< b et l'angle compris C
On connaît déj. la somme A+ B des angles à déterminer, car

Sce "
"" supplément; cherchons à obtenir leur dif-

L. relation J~^= ^-/^^^ donne (n» 31 , formule 26) ;

cij^ __ sin A— sin B_ '^ 2 ^

'^~^ -

«+6 6mA+sm"B"", 1,.
, „,

/^/.^(A+B)

Or ,^(A-

Gonnaissa

nie addition

Enfin on (

S6. On pei

formule qui i

le trois.

sin C i

2«^

n |iA+B)

ïormule dévie

Remarque.
|t h ne sont ^

le 'remonter a

l)osons tg 9

/'/i A-

jlici

1^ ;îi



180O— iA+B'
nt admissibles

clans quel cas

" étant obtus

,

je celle de B'

1°, d'où il ré-

ou en vem-

a>b. Donc,

avoir qu'une
a a>6.

A+B'<180"
uant à la va-

+B"<180",
on en conclut

condition est

l'une dans le

est aigu, lo

ux solutions

réduisent ù

e si l'angle

i à cet angle

îxaminer les

ils , afin d'é-

utant l'équa-

à c. ( Voir

compris C.

31*03 iner, car

lir leur dif-

lUPlTM. IV. — RlisOLlTION DES TKIANdLES

Or (A-fB^^90o_|c, donc ^4(A+B^= co/,l.)'-')

1

til

])ar

te tg;,{A-B)= a— h

a+6

Coni
1

co/lc

1

le 26)

par
.naissant ^(A+B) et ^(A-B) on en déduit A et B

jne addition et une soustraction.

Enfin on calculera le côté c au moyen de la formule :

a sin C
sin A

5ti. On peut d'ailleurs calculer directement le côté c nar nnp|ormule qu, ne demande que deux nouveaux logaSLLTu ll"u

^«^^C=.4 =.^ on tire : ^ .^ ^^
= __|±|__

2 sin gC cos\c ^ sin |(A+B) cos |: A-B)

'

)r 2iA+ B)=90o_|c, donc sml,(A+ B)=oo4c, et la

formule devient :

^_£___ ,.._«+ 6 __

sm|c cosglA— B)'

|t"T3" S'
''°'"'' ''

'''r'
''""^'"^ d'^"^ la pratique, a

I .

' '?"^ ^^"""'^ ^"« P^'" 'eu''S logarithmes, on peut éviter^e .remonter aux nombres « et 6. Reprenons la formule :

1-J

—

' a

et posons tg<f= ^', on aura :

/,'/ ^ A- B
)= 1--^ co/ 1 G- '^ ^S" -J^? cot 1 r

'^â-

2*



/''•.fi

MM

mi

mu

62 ELEMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTIEIGNE

1
OU enfin /i/cj(A— B)= f(7 (450—9) cof^t^-

(
ï^0'> n" (57, 3>

Calcul du Ivianrjle DAC.)

57. 4" Cas. Oit donna les (yuîs côlés a, b, c d'un triangle

.

et l'on demande les trois angles A, B, C.

On peut (lôdiiirc les anjj:los clos formules (2) (n" 50\ Par

exemple: a-=6'--|-c-— 26cco.sA, doiiue :

. b--\-e-— a-
COS X= r^,

zbc

Pour rendre celte formule calculable par logarithmes, ajoutons

1 aux deux membres, il vient :

d'où

1 ou bien

1

On trouver

En divisî

a'

ou l+cosA=^
^26c

[b-\-c-\-a][b-{-c— a)

26c

Mais 1+cosA=2cos^Ja, donc 2co^^jA=(^i^-t^-+:^~"
:|

d'où , divisant par 2 et extrayant la racine
,

cos ^A=v/
(6 -j- c-£ a] \b-\^c— a)

46c
•

Désignons par 2p le périmètre du triangle, nous aurons

a_[_6+cz=2/.,

a+c— 6==-2,p-6),

a-f-^'—c=:2(^— C),

et par suite :

On a lie même cos

'°'ï'^=\/ bc

U-sJ'K-A)c
(1)

cos Jc=^'A/i:
— C l

6

En retranchant de l'unité la formule à transformer, on a pareil-j

lement :

, . , 6''^+c-^— a'^ a^_6--i_c2_f-26c
1— cos A=^ 1 — '

26r 26c~

OU 1 -cos A= ^^' ^--^-^= [a+b-c )(a+c-6
26 26c

Remarqua

clie pris j)

conque d'il

le l'^iquadr;

Si l'on n'aq

ment des f

trois anglci

demandent

et qui donn

II. On pe

mont simpl

rithmique.

bord à expr

la valeur d

dans un (1

menées d'u

égales, AD:
Par suite,

AD^(AD-f
p— a. Mais

AOD, l'angl
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• 1* _./'{a^b—c)(a+c-h]'oir n" 67, 3', f ,, .

I
(Fou

1 ou bien

d'un Manglc.^ ,^,,1
^^^(p-^)^~c;

)
(n" 50;. Pari On trouverait de même: sin\\i=^J '^P-''^^^:=^^

m "2 \ ac

En divisant les formules (2) par les formules ^i!, on obtient :

(2)

hmes, ajoutons

-c— a)

'H-a) {b-{-c—a]
|

^26c

I aurons :

er, on a panii

4-26c

rc—b]

tg ^B=v/' p{p~b) (3)

'^r'~\ p{p-c]

Remarques. I. Dans toulcs CCS formules, les radicaux doivent
èlie pris posilivement

,
parce que h nioilié d'un angle qucl-

i coufiue d'un trianirie est loujours moindre que 00°. et que dans
le !"• quadrant, toutes les ligues trigonométriques sont positives.
Si l'on n'aqu'un angle àdéfcnuiuer, on peut se servir indiiïérem-
ment des formules :1), (2) ou 3); mais si l'on doit calculer les
trois angles, il est prélerable d'employer les formules ^3^ . qui
demandent seulement quatre logarithmes au lieu de six ou sept,
et qui donnent des résultats plus exacts (n" 40, Bem, I).

II. On peut mettre les formules (3) sous une forme extrême-
ment simple, et d'un usage très -commode pour le calcul loga-
rithmique. A cet elfet, cherchons d'a-
bord à exprimer, en fonf^ition des côtes,
la valeur du rnyon r du cercle inscrit
ilans un triangle ABC. Les tangentes
menées d'un point à un cercle étant
(gales, AD=AF, BD= BE et CE=iCr.
Par suite, on peut écrire l'identité :

AD=:.(AD+ CE+EB)-BC ou AD=
p—a. Mais dans le triangle rectangle

AOD, l'angle DAO=|a; déplus 0D= AD/.7DA0:

\

B

Fis

mm
S::

ni ;-.!,,.

fy.
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6'i ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE

1

2 »—

a

c'est-à-dire

d'où

De même.

"^2 «— c
•

1. r

P-
Ces formules ne sont autres que les formules {3\ où l'on a |

écrit : r=i/iP'Il^)iP^b)rp^J

58. Discussion. Dans les formules il, (2' et (3^ la mianh-fp

Si:r '^'^^^"^-dical doit être Vo^it^;.; ei de u? à r -gard des formules ,1 i et >2
., elle doit être moindre qSe l'unité,

remnlip' V/" ^.' ""^f"*
P°''*'^'' ^^^ condition de réalilé sera

ont'^neJ f

'^j;"*'"^^
f'^"'"^ ''''' P°^^*'f« °" «^ deux facteur

ar en sun o-^f ' ?"'' ^'^'^'^^'''' ''' inadmissible;

cLluraKnt^ 'i^''™P''' P-''<^ "^ P-/XO, on enconclura t2;9<a4-6^ c'est-à-dire a+i 'c<a4-hoùc<r{)ce qui es absurde. Il faut donc que l'onït :^-a>0 p-b>l'p-c>0 ou a<6+ c, 6<'+c et c..^«+6? ' ^ ^^•
En second lieu, pour que l'expression de sm^A,

exemple, soit moindre que 1 , il faut avoir >^— ''Kp~c)^|

ou [p-l>:ip-c)<hc, c'est-à-dire p^-p(6-fcl+ ic<6r.
ou en simplifiant et divisant par p .- p_(6-f-c^<0 ou

De même, pour que l'expression dp cosJa soit moindre que

1
,

il faut avoir ^^^4=^' < 1 ou r) / n .^^/ n-
()c

^^ ou p[p~a]<:^bc. En rempla-
çant /) par sa valeur, il vient successi ,-

(«+6-fc)(6+c-a)<46c ou (6-f .;- ..-x^èc
ou (6+ cr^-46c<a-^ ou enfin (/>-c)^<,r^, et par suite :

'^—''<«, d'où Ix^.^J^Q

par

ou ''—!j<a, d'où (;<a + />,

C'est la c(

.chacpie côl

59. Soit

surface.

Abaissor

AD sur le >

la surface

Or le tri

AD=6 sin

(Cette fo

En génér

(luit de (le

b=

60. Dan

a sin E

sin A

ou bien , ei

(Cette fo

En généi

d'un côté,

cents et dii

61. La s

remplaçons

'•'i :
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[c'est la condition étudiée en Géométrie : dans un Iriangle,

[chaque côté est plus petit que la somme des deux autres.

§ III. — Surface des triangles.

3 (3', où l'on a

î), la quantité

de plus , à l'é-

e que l'unité.

;e réalité sera

deux facteurs

inadmissible;

-(><0, on en

-^b ou c<0,
0, /)— 6>().

smêfA, par

h){p.

bc
<l

+ c)<0 ou

moindre que

En rempla-

par suite :

59. Soit le triangle ABC (fig. 41) dont on veut trouver la

surface.

Abaissons du sommet A, la perpendiculaire

AD sur le côté opposé. Si l'on représente par S

la surface cherchée , on a :

1
S=grtxAD.

Or le triangle rectangle ADG donne

AD=6smC; donc

S=:ia^smC'l)

Cette formule répond au 3'^ cas de la résolution des triangles.
)

En général : La surface d'un triangle égale la moitié du pro-

duit de deux côtés, multiplié par le sinus de l'angle compris.

.*;. . ,

"' " '
. :.

'~
\

h=
60. Dans la formule [V

a sin B

remplaçons h par sa valeur

sin A
il vient :

1 ,siw B sin C
2 sm A

ou bien , en remarquant que sin k=sin (B+ C)

,

„ 1 2 sin B sin C ,^,^— 2^"-smTB+C) ^-'

(Cette formule répond au l"^"" cas des triangles quelconques.)

En général: La surface d'un triangle égale la moitié du carré

d'un côté, multipliée par le produit des sinus des angles adja-

cents et divisée par le sinus de la somme de ces mêmes angles.

1
61. La surface d'un triangle étant exprimée par ^bc sm\,

A A
remplaçons sin A par 'ism-^cos-^, nous aurons :

1 1
S=bc sin gA cos ^X

v:ir;J

':i.4 '
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Or nous avons VU (no57) que:

donc

V
( bc )2 ~s/p{p— o> ip— b'fîf^-c) (3',

V p{p~a'

toU=i/(P-a)lp^'c)
^ V p(p—b)

2 V p{p-c]'-'
on a :

^5'Ia f^lfi
/^Jc=\ A^^l>--6T(p-c-)_ I __V p3 ~piVPip~a)p~.b{p-c

d'Où, faisant passer J, „a„s ,„ ,o. „e™bre, et remplaçant le

radical par S , il vient :

moilics (les angles.
prociuit des tangentes des

Ren^arc^e. Dans le cas d'un triangle recta .'o, les formules
qui donnent la surface deviennent • S- 1/, . a^sm 2B

2 ' ^ ~
i.
— et

s= 6* cot jî
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Exemples numériques pour indiquer,
la disposition des calculs.

67

Formules sinA.

sin A

.

Calcul de k surface : S= 1 a^
^^^ ^ ^^^.^

sin A
Log S=^loga+% .s."., B+log sin C^colorj ,in X+colog

2 for/ a =7,3183! 06
logsinB=\J6ô6b76
logsinC=l,m-M)V6
colg sin A=0,(]0dti98
co% 2=1,6989700

~M225l95"

8= 4193230™" ou il9hectares 35 30 «m.

2" Cas. i a =z 948"!

Données l 6 =1257'»

fA=12ol3'20"(A<90o,a<6;
2 solutions).

6mK_ -^_-_
. Logsin]i=.logbJrlogsink4-colonn

Formules
j
C= 180°— (A-j-Bl

'C:=
a sin C
smX • ^°0c= log a+ log sin C

+

colog sin A

.

;.. ' .'..•i-|
V'

, . ' '','•'
J

,.' 1!!

'

W'Wm:.

,,.4rj,. :i.'v,;,< .k

*t,7f»'. '
. .

î -,
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/0.7 6=3,007 1531

log .sm A=1,325 7288

co/o^ 0=3,0231917

1,4460736

B'= 16013' 6",7, B"=163o46'53",3.

r/=Iolo33'33",3, C"= 3059' 46", 7.

îi'\.

5<!
r .le'* •:

''" Solution. 2« Solution.

^^,9768083% a =2,976 8083

log sin C= î ,677 8347 ou 2,843 1 839
colog sin A=0,6742712 0,674 !:J712

3,3289142 ou 2,4942634

c= 2132"i,621 ou 312"' 0782

Calcul de la surface S= JaA sinC.

Log S= log a -\- log h+ log sin C-\- colog <2.

%a= 2,9768083 2,9768083

% 6= 3,0971531 3,0971531
/o^sm C=î,6778347 ou 2,8431839
co% 2=1,6989700 1,6989700

5,4507661 ou 4,6161153

S=282336'"^ ou 41315">S71.

3-^ Cas. ( a= 24835"',36

Donn ées
j

6= 18947^,24

f C= 35o42'26",42.
;École Polytechnique 1867.

(
a +6=43 782,60

Calculs auxiliaires l
?~^= ^^^8'^-
1

2 C =17o51'13",21.

g . <<7 2
(A-B)= ^-^ co/ 2 C. Log tg ^ {A-B)=log{a^b)-i-colog{a-^b)+log col-J(

"3
] I

a< asinC .

{a+b)sin^C
1 mieux c= .

— .

s- J^_J
sin A

cas
1
.Î(A-B)
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%(«— 6)=3,7699767
co%(a+ 6) =5,358 708 4

/o(7 coi lc=0,4920H3

69

1,6206954. 5(A— B)=:22o39'44",67

2(A+B)= 72<' 8'46",79

A=94"48'31",46, B=:49o29' 2",i2.

Calcul de c

/of7(a-|-6)=4,641291fi

^or/sm2C=î,4865538

colog cos
\ (A— B ) =0,034 8966

4,1627420

c= 14 545,95.

Calcul (le S=|a6smC.

% «=4,3950705
(og 6=4,2775459

%smC=j, 766 1489

co/of7 2=1,6989700

8,1377353"

8= 137320500"".

i" Cas. ( a=235"\684
Données

j
6=412'n,567

/
c= 351m,648

( École Centrale , l^c session de 1872.)

2p= 989, 899.

p=499,9495 son log. est 2,6989262
Calculs auxiliaires }

/'—«^ '^64,2654 id. 2,4220405p~b= 87,3825 id. 1,9414245
p—c= 148,3015 id. 2,1711456

l'*" Méthode :

•^5 V p{p-a) '

2 V p,p—b)

'^ V pip—c) •

2'^ Méthode

/7gA=-^2 p~a
1 r

'"2 "=,,--6

1 r

p— c'

i:

1' ù.,:%«S'i3

W '.'-. :»-*^ '-

* * .1 *

.
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m

M
Ciilcul tic A.

loQ[p— b)=\.0'A-m5
lorj[p—c —±[-[\VM)

colog pz=:\\m\Qiim
coloQ [p—a]— 3 .o'^T 'Iv),

:

1

-i.mmu

gA= 17''23'23",2n

A=3.i'M6'46",58.

Calcul de B.

loo (/3— fl;==2,.i220i05

co% ^= .2,301 n73S

cc%(/)— />)==2.0oSo7o5

i",9o28;io4

%/£/gB=î,9764177

^B=.43o26'42",63

B=S(io53'2o ,26.

Calcul de C.

%(/9-f7)= 2,4220503

%(/)— 6)=l,94l424r;

co/o,7 p=3",3(M07oo
co/o(>(;5—0)=? ^855i

î; '330 •

%/^ 2^=1,7466966

\
gC=29''9'54",08

0=58019' 48"J6.

Calcul de A.

%r=: 1,9178522

coloQ {p— a]=.'Z.hu\)WS

r,49580l7

t]a=17''23'23",29.

A=34°46'46",58.

Calcul de B.

/o^j'= 1,917 8122

colorj (p— 6;rr:2,-.„857o5

1,9764177

|B=r43°26'42",63.

B=86o53'2d",26.

Calcul de C.

%r—_l, 91 78422
olog ijo— c)= 3,S288544

1,7466966

|c=29» 9'54",08.

C— 5«'>19'48",16.

^K
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Calcul de

log p=:'-2,{md'26'2

log ^^>—6)= l,l)i 1.^2-43

log (jo— c)i= «2,171 l'ioG

/o(7S=4,61 (17084

S=41377«'\89.

Calcul de S=/)r.

loii r=l,9l78i22
foi/p='2,ti'J8'J-2l)i>

~4~(ÏÏtÎ7ti84'

S=::.41377'"^89.

Vérification : A-fB+C=180°.

Applications.

1" Démontrer que les relations obtenues entre les côtes et

l. nglcs d'un triangle
^-^A^^st» B=st>rC ''^'Présentent

le dioi'ètre du cercle circonscrit au triangle.

.luignons <" centre l'un des sommets B et a
abaissons crpendiculaire OD. L'angle

:
inscrit A est i .al i Tangle au centre BOD;

i mais par définilion, on a :

en désignant par U 'e rayon OB.

Donc sin A= ^^ ; d'où l'on tire
sin A

s^=^'' "' sfc='JB'

Remarque. La relation
c

•^orTr'—^^^ peut s'écrire R=„-ii_,

ou en multipliant par ab le deux t'-rmes de la fraction

«=Si
abc

'sin C
donc R= abc

4S

abc

i^p[p—a)[p—'b][p—c)

i

|r-ta
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les segmcMits qu'elles forment en se
coupant inuluell(.ni(>nt, savoir AO=a-,

^^ .\
OC=^'^-i. UO^)/, et OD=.^j.

F'g-43. taires ont môme sinus;

donc ««''/-.AOD^i^^y^sr^o.

«t<>/. BOC= i^a"2 1/1 s/n .

.-'esl-à-dire S=A^^./nO.

3» yfe'sou(/re ?<>/ triiiHule connaissant mi côté i /V,„./

Les rannorts égaux A- — <^" _ « j„

.
b-hc a

Celte formu

Ion aura fa

Il '''cas.

Si l'on do

|et l'on conti

i° Jiosoiic

Imljacent c

tcôtés.

La somme
j// et p— n

Or on sait

JKn multiplia

|Celte équatio

et deux angle

Si l'on doni

I
connus , et ei

i relation :

ou

iii'nii-^sinU~sfnA

1 1
i+ c_ 6;m^-f- 6-mC __

2 s/« 2 (B+ C) cos g (B -^ C)
« .s'm A" — À———1

2 sm 2 A cos 2 A

ou, en remarquant que sin |(B+ C)=co6^ Ja,

b-i-c

K

Il qui ferait con

5" liésoudv

I correspondai

En égalant (

Or(n«57, /i

aA
[Uolic ^ =/

UiVm a à rés

nr^*
K>.' , 4
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7'^

OIte formule fera connniliv B-~C, et comme R i r «c
flon aura fucilemenf R ,>» c i

^^ comme B-| C est connu,

il- cas.
"""'"' ^ *'' *'•

''^ question est alors ramenée au

Si l'on donnait ladilférence l>-c, on emploierait la formule :

'* sin A '

et l'on continuerait comme précédemment.

l«,/t!!f/'f''; T ''"'"^''' ^«'"*«^"^*''^"/ «n cdté a, un anale^nt c ./ la .o..nc ou la .Ulf^rence des deuTZt

l.e?nVstntt:^:;r^"'"^'^"^'-'^^-'^^^^^

Or on sait que ta lc=l/ ^^n^lfclE nV p[p~c) l^'

En multipliant membre à membre, on a :

lettuïangles.''""
'' "'^"^ '' ' «" -"-» ^'«rs un côté

I
Si l'on donnait la différence /)_»' pi<>,.o ., y *

l^u. et en divisant meS.L^:^J^Ï[^.^f;;rS^^

Iqui ferait connaître l'angle B.

S» /?eso«c/rt' »/. trwngle connaissant un côte a la haufP^n.correspondante h c. la somme b ,-c ... Xt a^t/fS.
En égalant deux formes de la surface du triangle, on a :

^'= pr,

Or(no57,/?e7n.2), ,•.= /;;-«) /^ Ja;

et l'on a à résoudre l'un des problèmes précédents.

}^->:''

«#•
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I

-#»•:

"lï^

"/

'^^'-

. KLKMKNTS I)i; THItiONOMliTHlI. KKCTILK.M,

,(>• llcsoia/mun Inanglc cuHa/ssanl un cote n, l'mxjlr

posé A cl le rappori ^ des deux autres côtés.

nn i n^ ;
•''''^^''«"^ ^^""ï- différence comme dans le 3' ca^nous avons trouvé :

Les formules (l'^J; et, (iJS) permettent d'écrire :

(j_^Jlsvt^^Ji~C)sin\x tgl.^-C)
APPLICATK

*+ ^* n 1 . 1

3^^
1

5^

Or on a donné -'—-'* fionp ^-'"^ m— u
r --..-• no'ic —, = "'

,4-/
'

;

' «tparsuii'/*

1

(>~\-c tu

j-^— ; formule qui donne :rn.-\-n
col ^jA

I ()8. Déter'i

fpeut approc

I
On comme

|le terrain si

fpeî'pendicula

|AD qui ne

I renie de la

On termine comme dans le 3' cas.

ji^m-i l'angle ]On a !2S_aa= /,p=,,.y, relation que Ton peut écrireabc
2S= t = 1=1

;
ce qui montre que le triangle cherché est seuv

a p Y

leurs' Frsnm'rf" '^f
'">

'^î P'"'" ^^^^'^ '^'^ ''''''''' ^'«« ^ ''^^1-
Ici s. I sufl.t donc de calculer les angles de ce dernier.

-D

—

op— ao sin (,, on en tire :

r=-.P_^-. P

fiizonlale EC
|suel dirigé v

Itour.

I On connaî

î l'angle droit

ll'autre côté.

I
i'our avoir

I hauteur du gi

Soit

On a

et do même pour les autres côtés.
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CHAPITRE V

B— g;

i
APPLICATION DE LA TRIGONOMÉTRIE A QUELQUES QUESTIONS

d'arpentage et de géométrie

-, et parsuilrj'

(rois haukun

I peut écriie

lerché est sein-

•ses des 3 haii-

ernior.

(les relaliuii'

ti8. Déterminer la haulevr d'un édifice du uicd dumicl un
peut approclier.

On commence par mesurer sur
le terrain suppose de niveau ou
Iierpeiuliculaire à AB, une base
AD qui ne soit pas trop ditré-

icnle do ki hauteur cherchée;
puis au point D, à l'aide d'un

,gia[»h()mètre par exemple, on me-
Uwv^ l'angle ECB que forme l'ho-

liuoniale EC avec le rayon vi-
suel dirigé vers le sommet de la

jloiir.

]
On connaît ainsi dans le triangle BEC l'un des côtés deS tl^

'"" '" '"^^" "^"^' '' ''' ^^"« ^« détero^n^r

Pour avoir la véritable hauteur, il faut ajouter à ce résultat la
iiaiiteur du graphomètre.

t^suuai la

Soit c|7^i3,„75 gj BCE = 4MO'oO".
*Jn a BE=:CE/(;BCE,

% CE =1,1 38 3027
log tçi BCE= 1,949SH51

"1,087 867ir
BF— Ii2"',!2i2.

rig. «.

* V • '.'V

0^^ I

,
' .

'
;'

'v:-',
'

.

'
^ f.'('

1
1 "i

: >. ;>•-. _
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Supposant que le pied du graphomètre ail in',20
, la hautHi,

cherchée sera 13^,44.

(On appelle l'angle BCE unyle d'élévation.

64. Déterminer une hauteur dont le pied est inaccessibk

On prend sur le lerrair

une base d'opération AB daii.

la direction de la hauteur
puis on mesure aux points

.

et B les angles formés ave

cette base par les rayons m
suels dirigés vers le somme
M. Dans le triangle MDC,o!
connaît le côté CD et le.

angles adjacents, il est facile

d'obtenir le côté MD; etaloi.

dans le triangle rectangle

,, ,,,
MED, on a un angle aigu e:

l'hypoténuse, on en déduit 11

hauteur cherchée.

Soit AB= CD=c-U"',75: MCE =. 33° 17' 10": MDE=^41o28
d'où CMD= M=9oll'20".

CD sin C
sin M

Ile sommet.
' DMA on coi

les deux an

•ïon en dédi

fOii observe

|MAE, formi

iavec la vei

angle est ^

.\M\. Dans
<: (angle MAN
ténuse et ui

éest facile de

Soit .\B:

'i On a

|donc

On a iMD et iME=MDsmD,

donc ME=:
CD Si.'? C smD

sin M
log CD= 1,1687920

log sinC=z 1,7394301

log sin 0= 0,8:210503

cologsinM= 0,7967229

2,5259953 ME .=: 33"S573.
Ajoutant 1-.30 pour la hauteur du graphomètre, on obtient

Rép. 34'",873.

65. Mesurer la hauteur d'une uiontagne.

Au lieu de prendre la base AB dans le plan de la verticale
on a choisit d'une manière arbitraire. On mesure les angle.
A et B formes avec cette base par les rayons visuels dirigés ver<

Ce problèn

'«par la connai

,dc l'inclinais

fifi. Détern

l§miccessîbte.

I On mesure
|et les deux a

I
cette base pai

fvers le poinl

Isoudre le tri

:
on connaît ui

f adjacents.

Soit AB=
B=.ï8'î!r2(:

i^



,20, la hauteuii

w/ inaccessibh

sur le (eriaii

•ération AB dan,

cie la hauteur:

ire aux points J

jles formés avei

ir les rayons vi

vers le sommei

iangle MDC.o:
ôté CD et il

iits, il est lacil'

âté xAID; et aloi

uigle rectal)^'!

m angle aigu •':

on en déduit lî ,;donc

)E=^ 410 28' 30

CHAPITRE V

fie sommet. Dans le triangle

|BMA on connaît un côté et

|les deux angles adjacents,

|on en déduit le côté AM.
lOii observe ensuite l'angle

|MAE, formé par le côté AM
|avec la verticale AE. Cet

jangie est égal à l'angle

|AMN. Dans le triangle rec-

Itangle MAN, on a l'hypo-

Iténuse et un angle aigu , il

|est facile de calculer MN.

APPLICATIONS 77

_•-/<
/'y

•ig. 46.

Soit AB

On a

23:)"',50; MAB=4oo8(j', MBA = o4M8',

MAE=37o27'30".

... ABsmB , ,,^^

"^^^smM ^' MN=AMco6AMN;

MN=:

),

AB sin B cos AMN
sin M '

/o^AB= 2,3719909

logsinB^ 1,8539856

% cos AMN= 1,8997088

colog sin U= 0,0065156

E = 33ns573.

e. on obtient

e la verticale

ure les angle^

Is dirigés vers

2,1322009 MN=^: 135^,582.

,

Ce problème peut servir à calculer la hauteur d'un tétraèdre
.parla connaissance de l'arête AB. des angles MAB e' MB\, et
fie

1 inclinaison de AM par rapport à la verticale.

m. Déterminer la distance d'un point A à un point C
innccessible.

On mesure sur le terrain une base AB
,
et les deux angles A et B formés avec a

5 cette base par les rayons visuels dirigés
"vers le point C; il est facile de ré-
soudre le triangle ACB, dans lequel

|on connaît un côté et les deux angles

I
adjacents.

Soit AB=r4o7"\65, A~61"I0'2.S".
B=o8fî9'20". l-'ip. '7.

M ' '. ' :. a'
nj^ I-, »:\-,«.

Ni' .-•; ;-!'

TV

^t.

-;-,v*

•/
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On il AC=^5-^*^^6m C '

C=180'^— (A+B)=6()"30'15".

/o>j\]i= 2,660533-4

/ogsinli= 1,9299362
colog siti C= 0,06028oi

i>,6o0753()

nép. AC=:.U7"',46.

,.,%'
^'^^^^'^^^^'' ^" distance de deux points inaccessible, i

On mesure sur lo terrain une base AB, puis on observe le>

^
angles fornK's aux points A et B.

__J^ avec cette base, par les rayons \i-

y f' suels dirigés aux points c"^ et D.

Dans le triangle ACB, on con-

naît un C(Mé et deux angles, on

v/i«ii'''^--^^t3*^=^^ peut aisément calculer AC. De

même, la résolution du trian-le

., j
DAB fait connaître AD. Enfin dans

-Hà le triangle DAC on a deux côlés

connus et l'angle qu'ils forment.
on peut en déduire CD.

Soit ABrrra:^210'n, DAB=: A= 88«.42', CAB=r:a^35o23'3(r,

ABC =:rB= 890 36' 10", ABD=p=61o45'.

;; Calcul

Les côtés

il convient

n" 56 :

tonmile dai

; d'OII (OQ t(j

loy ffj {

loij ce

„i

—

k

Fit;-, lis.

1" Calcul de AD=r/ d-.
a sm p

"bm ADB ADB= 29°33'.

loga= 2,3222193

logsin^— 1,9449220
00/0^7 smABD= 0.3069920

"2" Calcul de AC:-:.r. AC =

lo,jd= 2,5741333
a sin B
smACB*

lofja= 2,3222193

hf/sinB-rz 1,9(^99895

'oh;/ sin ACB=- 0,].-.0283o

ACB = 45ol'oO",

fo;,.r~ 2,472 4923

f 6H. Trois}
'* 0» propose i

d'où les dist

(I- iiiesurés.

(Les quatr

On peut t
M par la G^

crire sur AC

I capidjles des

I
M est à la ri

I férences.

Voici la .so

écrivons p

AM

..'!i
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.H" Calcul du triangle DAC. DAC= DAB— CAB=n2"l,s'30".
Les côtés d et ,/• n'étant connus que par leurs lofraritlimes

il convient d'employer la formule trouvée dans la Remarque du
noSH

tfj\[\i-\iC^)= tcj (450-9) fo^iDAC,

formule dans laciuelle /r/ ?= d
X

lacccssibleti

= 1501 '50".

|d'oii to(jt<j<f—lorid—lo,jx—{)M\\Q.m-^ y_5li
loij trj (450— 9):=r,06()2777

'40'

'<>!/ cot 'c2i^^^c=o;dOHSom

1

1,3751363. i D— DCA =il3'.20'40"

^D 4- DCA 1= 63" 50' 45"

|)(:A:i=50"30'5".

c= dsùi DAC
sin i)(;A

?
%d= 2,5741333

/ory.sùiDAC= 1,8983480

colog sin DCX= 0,1125852

2,5850665.

CD= 384"',65.

OS. Trois points A, B. C étant donnés sur la carte d'un pays,
"Il propose de détcrni iner la position d'un ({uatriè)ne point M

.

'l'nti les distances AC, CB ont été vues sous des angles qu'on
a mesurés.

(Les quafrc points sont supposés sur un môme plan.)
On peut fr.'-ilement trouver le point

M par la Géométrie; il suffit de dé-
crire sur AC et sur BC des segments
capables des angles mesurés. Le point
M est à la rencontre des deux cii-con-

férences.

,'ononiétrinue :

A^^

écrivons ()our abrégei

AMC= a, {'M\]—(-i.

r

•„/' '..
'-

' 1 * il
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80 KLÉMRNTS I)F, TRIGONOMiStHIE RECTILIGNE

ACB=C, MAC x.
AC=6, BC=

MBC= y,

a.

on a
Dans le quadrilatère ACUxM
.r+2/= 360o-C+ a+ p); cherchons lad
Les triangles AMC et BMC d

69. Remi

ilTérence

onnenl

CM:
6 .si'n

1

2

donc
stm

égalant ces deux valeu

d'où l'on tire

sin 3
S7n a '

i"s, il vient

stn a sin
p

sin y~b fit ap-

posons pour abréger r=^^^ilLÎ. ^^u, ,
... .

^
sin a '

^^^^^ lormulc est In^a-

ll'p^Ta :'
''""°' "^ '™'"- " ™'-^ 'le c. e, en „«,„„

«n X a
sin y c '

d 'cù Ton t i re ;

si>i_Xj-^n_y_ a -f-

c

s?n x—sin y~ ci^c'

sin
;

or on a ause

formule (1)

termination.

;r et y étani

tible, et tou

entre les côt

70. Caleu

On mesure

l
points A et

1 la tour. Il s'il

Or

donc

d'où

sSnjc-\-^inji___^^9 ^{x-{-y

sirTx—sinv
1

i9^{x-y]

i9\{cc-.yr<^~o'

hcnvons A

% les angles Mi
|PBA= p'.

Les angles

Il
leur somme
«', car AO es

MAQ : donc (

1

D(

1

'*é'—.y^=2-+-| <9 *(.+,).

Connaissant ce—,, «t /-L.» «^ i i ^

angles.
*^ "^^^ O" calcule facilement ces deai

On aura ensuite l'angle ACM par la relation:

ACM=180o.-(a+:r)
et alors la distance CM sen H^nn^^ „

^ '^^
y^m sera donnée par l'une dp.s fStroljtnc ..i.

dessus; CM^""-^"-* "

srn a
•

et •«g=:.'.(p

< »r dans le 1

08

D'ailleurs I;

V
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irence œ— y.

fîule est ]op

! et en mêmi

CHAPITRE V. — APPLICATIONS %\

69. Remarque. Si l'on suppose \[x -\- y)^^Çs% on aura:

t9-^{x+y)=oc. En même temps ,r+/y=180% sin x=:zsin n

:

donc
sm X a sin a

svn

of a S7it a. , /, . \ „

i or on a aussi c
b sin [î

formule (I) devient: /,7i(,r-?y)=0xoc, symbole d'indé-

f( iminiition. Cette indétermination est ici réelle; car, les angles
.'et

// étant supplémentaires, le quadrilatère AMBC est inscrip-
tiblc, et tous les points de l'arc du cercle circonscrit compris
•
ntre les côtés de l'angle ACB répondent à la question.

70. ("olculer le rayon d'une tour inaccessible.

On mesure une base d'opération AB et les angles formés aux
points A et B avec cette base par les rayons visuels tangents à
Il tour. Il s'agit de déterminer le rayon du cercle O.

Kcrivons AB= rf, le rayon OC= R et
les angles MAB = a, PABi=a'

, MB4 = s
P«A= p'.

* "
Les angles OAB et OAC sont tels que

l''ur somme égale a, et leur diirérence
•

. car AO est la bissectrice de l'angle

^ MAO ; donc OAB= .^la+a et OAC=:
1

. ,a-a . De môme, OBA== ^;p-[-p'^

1

it

et iVBQ=.^^(p_.' Fig. .W.

d sin B
lent ces deu. | '"" ''^"^ '^ ^''^^^^^^ '^^B' ^0=

s7n' A^^B

im A0=
f/6W^(p4-(5'

1

égalités ci-

Sm^la+a'+ P+ p';

D'ailleurs le triangle rectangle OCA donne

CO=Rr=AO su, [ .—„•
.

V.;:

Wm
..•,." ' \ .'v-V- •!

''?:^is:^J
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, . 1 i

1

"
• l)

Remarque. Si, au lieu (le calculer AO, on avait cherchp
1 expression du côté BO, on aurait trouvé :

R:

1 I

1
/"Ji)

S?"n2(a4-a'+p4-p')

La comparaison de ces deux valeur, de R donne l'équation de condi-

tion

.sm^îa— a') «/„, J(p_pM

1 1^•m^'a+a') 6>/n^2(P+ P'

• à laquelle doivent satisfaire

les angles observés pour que le problème soit possible; elle peul
donc servir à vérifier si l'opération sur le terrain a été faite avec
cxaclitude.

71 Un observateur élevé de 75 métros au-dessus du nivcav
do la mer, a trouvé qu'à cette hauteur l'angle a, formépar la dépression appareille de l'horizon , était énal à lb'30"On demande, d'après ce calcuL quel serait le rayon ter-
y^stre? (L'observation a été faite par les élèves de l'École de

Les angles DBA=a et BCA sont égaux comme ayant leurs

"'y^, rJ

sullif. de remarquer que (n'^ 28) :

côtés perpendiculaires. Or, dans le triande
rectangle BAC

AC=:::BC COS a

ou R=:(R+ A) COS a=Rc06a+ /i, COS a
d'où R(l— COS a^= /i COS a;

h COS a
1

—

COS a"

Pour rendre cette formule logarithmique, il

h:

donc

donc

d'où R=

I

'S.

S

*?n-';5fl= l~co5a; donc Rrzz
h COS g

"^8171-
çf a

0)
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ivail cherclii

Eli remplaranl les lettres par leurs valeurs,

R=
on a

liondeconiii-

cnt satisfaire

ble ; elle pcul

été faite avec

s du nivcav
e a, formé
lal (H 5' 30".

rayon ter-

e l'École de

ayant leurs

le trianf.'lc

h cos a

thmique, il

75ms-jo^0"

/o.7/i=l,87:>0t)13

lor/ cos oi~\,\m\)%(]

rotor/^— 1;G9,S!)700

—'2 lo{/ sin 3a= o,!2!l30!l'>i

),868 0^2-28

Rz=737lU^20"'. .Celle valeur est un peu trop forte.

72. (jilciilcr m mtjritn,ièh-es can'cs la surface de l'une des
Iciuc zones (jlackdes. sachant que le petit cercle qui lui sert

'ase est à environ !23"28' du pale. (On suppose que la ter
ost une sphère ayant iOUO myriamètres de circonfér

re

ence.

Soit S la surface cherchée , R le

hauteur de la zone.

On a S=27t ^h

rayon de la terre et h la

Or

donc

donc

/!=:R—

R

cos a :R(1 -cosa. :2R

S=^7tR"^sm'^i^a. D'ailleurs R:

2fe(/ 4000=7,204 1200

2 log sin ll''44'= 2,6165i80

• ,1
sin-ç^fj.

4000

3,3234871

8= 210614 myr. carrés.

',\i'i'^'^

lii-

rC'^'^i(ï)^
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CHAPITRE VI

EXERCICKS ET PROBLEMES

12.

13.

U
15. Cal

lion de a

16.

Rend

! 1

I",--.
'v^^

f.Kr-iM.v.;.},

Exercices des Chapitres I et II.

1. H.K^v ner au premier quadrant les arcs suivants :

1" sin 105" 45' 4"

2" sm 124" 3' 12"

3" .sui 223"32'2r'
4" sin 1413" 18' 43".

2. Le sinus d'un arc moindre que 90" vaut S3U- n.u.,\
les valeurs des autres lignes trigoLmetriques de ceîtrc"'"'"'
3 Trouver le sinus et le cosinus d'un arc dont la tangente

égale ^.
*

de^i05"'"'""
^'' ^'^'"'' trigonométriques des arcs de 120° e»

tion d?i!:fa'.
''' ^'^"'^ trigonométriques d'un angle a en fonc-

(i. Calculer le sinus des arcs de 63" et 27°.
7. Calculer le cosinus des mêmes arcs.
8. Calculer le sinus des arcs de 48" et 12".
9. Calculer le cosinus de ces mêmes arcs.

K

10. Sin a

a.

— 1
, 3— ^, co.ib= ^; calculer sin 'a±b] et cos(a+b .

Sin a =03: ti•ou ver si)i 2tt.

2fi.

27.

Rendr

28. 1+s
29. .1-6
30. 1+C
31. 1—

c

32. l+i
33. {-il



I.

4: calculer

arc.

la tangente

de l!20o et

a en fonc-

P
os(a±b.

Il

CHAPITRE VI. — EXER

Cos a= /l

f:iCrS ET PROBLEMES

trouver cos 2a.

85

13. Tang a= g ; trouve r trj 2(/

.

Trouver srn 9 et . os 9".

lo. Calculer sin 8« en fonction <!'' sin a cl rv^.

lion de cos a.

Tanga=(),9; calculer //îo.

en fonc-

16.

'7. ro,sa=:0,7; calculer ^/îa.

Rendre calculables par loyaHtluac.^ les expressions

IS.

19.

20.

21.

"22.

23.

2i.

25.

2(1.

27.

.sm 3 '. ^ 2^ ' 1 2" 4- -s- // / 1 2 1 ',
' 28' '

.

.sm25'3B' l-V i-sin 16" 3' 4(i".

sm32"8' 17"—sm !)"l(y23".

cos 46" 17' il" '^-cn.s 27" 56' 4"

cos 6'M2'5" —cos 62' 40' 32".

cos 20" 0' 58"— .sm 35" 53' 8".

fg 18"2i'0" +tg 1()"0'42".

cot 37" 38' .l'.r—co/ 76" r 59".

sin 63" 34' 12"+.sm 38" 7' .i5"

sin 63" 34' 12"

—

sut 'à»'
t' ÂV'

'

sin 98" 6' 35" j-sm 25" 32' 8"

sm 98" 6' 35" —sin 25^32^' '

Rendre calculables par logarithmes les expressions

34. 1— co« 76-^31' 26".

35. 1 +coi 020 15' 24".

36 ^~l0 J^'l^^' ^'!_

"fi^. l+«m20"32'44".
29. .1— sm30"45' 17".

30. 1 4- cos 18" 4' 50".

31. 1—cos 64" 56' 48".

32. \+tg 43^ 9' 6".

33. \— tg 70 .5' 8".

1+ /^ 15" 24' 33"-

07 1-H(7_27"8'15"
• V—tg 27" 8' 15"-

Ir:^







^>
t>

%,

IMAGE EVALUATION
TEST TARGET (MT-3)

1.0

l.l

11.25

2.5

s la lia

U il 1.6

fe

40

"C ^ ,
'^^^

^ fA

V
<$f

m S^W J>
•^^z aJ^

>'V
ni I

.c

Sciences
Corporation

23 WEST MAIN STREET

WEBSTER, t:.Y. 14580

(716) 872-4503

•1>'

\

iV
:\\



V^>?^ ///„

I



86 ÉLÉMENTS DE THIGONOM^^TIUE RECTILIGNE

Ma-
\\4:.L -t

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

78.

79.

Exercices du Chapitre III.

Trouver les logarithmes de :

.s? n 7" 2i' 20'

15' 40"cos eXc

82.

83.

84.

83.

86.

si il 15" 32' 30",

cos 59" 24' 50",

su) 2<S" 45' 23",

t'os il"33'5!)".

si/i 'â{y> 52' 32".

cos 57" 42' 2".

sm48"0' M".

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.
co,ç68"5r 12".

Trouver les logarithmes de :

sin'6'i'^ 12'54",2.

cos 2"17'35",7.

5m64"25'9",S.

cos 18" 26' 42", 9.

sin 75" 38' 12",6.

cos 72"0'2",3.

sm 88" 48' 25", 4.

C06' 87" 8' 23",5.

sin 0"12'7",3.

cos 89" 0' 45". 8.

l,j 10" 22' 10".

cot 25" 12' 30".

tg 21" 45' 20".

cot 36"2r iO".

tg 32" 16' 35".

cot 47" 39' 28".

tg 43"0'46".

cot 58" 12' 17".

tg 54" 27' 57".

cot 69" 0' 9".

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

tg 65" 33' 8", t.

cot 80" 53' 13", 2.

tg 76" 38' 12", 5.

cot 6" 16' 22", 4.

tg 87"45'25"',5.

coM9"25'33",6.

tg 2" 4' 34", 7.

co< 21" 43' 42,8.

tg 0"15'48",9.

cot 0"0'56",l.

Trouver les logarithmes de :

.ml64o27'30".
. so. .m 208" 45' 25"

cm- 120" 35' 10". Ul. co. 2210 33' 59":

Trouver les angles correspondants à :

log sin œ={^,i08SS9i

% cos .r= 1,8849065
/o^ô-ma?z= 1,7756935.
/o(7 cos aT= 1,714 9428.
logsin .cc^ 2, 765 4321.

87.

88.

89.

90.

% cos £c=l_,998 8776.
%sm 3^=2,9123456.
log cos .r=zï',983 4560.
%5m 37=1,3579468.

91. (og cos x—i, 944 3325

.



CHAPITRE VI.

0:2. log sin x— 1,567 1:248.

93. to(/cosa^^= 1,876 5432.

U. %sm£c= 1,753 1864.

95. loQ cos 37=1,789 1^234.

96. logsinxz=i\^\li^2&l\^.

EXERCICES ET PROBLÈMES 87

lorj tvj6-.ï— r,6543i>4:>.

98. loçi sin .T= 1 ,976 0044
99. Ingcos a?=;: 2,753 1789.

1 00. log sin x— 1,99!) 1 357

.

iOl. %cosû?z=3,8900216.

Trouver les angles correspondants

102. /og tg ir= 1,8820134.

103. % cofar= 1,0592624.
104. log tg a?= 0,360 3752.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

log cot .T=:l,8170712.

log tg cr= f ,321 0789.

log co/.T=0,3579124.

log tg .5?=r,6541245.

log cot a?=0,1 25 2468.

log tg a'= 1,864 2013.

/o^co^ 0^=0,0481789.

112. log tg 0?= 1,9950045.

113. /o^ co/ a?=r,97o0072.
114. log tg .T= 0,1 23 4568.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

i::M4o6,S

log co^.r=r,6785401.

log tg ce =0,345 6789.

log cot J?= 1,2345625.

log tg a?=_l,78900l2.

log c-o^cc=3,8900036.

log tg 37=3,8501854.

%co^5P=2,9753l24.

Évaluer les plus petits arcs positifs qui satisfont aux
équations :

122.

123.

12'4.

125.

sin a7=ïr.
5

tg 07=3.

cos .^=0,7.

2
COtg 07=5.

126.

127.

128.

sec 07= q.

tg 07=;— i:

COtg 07=:— »,

cos 07:=—

v

3-

Évaluer les plus petits arcs positifs qui satisfont aux
équations :

130. tg x—sin 12» 24' 48" -|-cos 12" 24' 48".
131

.

tg x=r-.tg 63'> 15' 16" -}-cot 63° 15' 16".

Évaluer les plus jictits arcs positifs qui satisfont aux
équations :

132. /^o:-=5smo7.
133. 5 tg 07=6 cos x.
134. tg 2o:.'=5 tg x

1.35.

136.

2 Ig .-r-l -2 rot x-=n.
8 cot- X— sec- .r=:l.

137 , sin x4-cosx=j: soc x

.

mM

m

(i^.
Il

'tli'iJl

* « r»'

^'0
J'V'

I
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Exercices du Chapitres IV.

Triangles rectangles.

l'''' 'Cas

138.

139.

2' Cas.

UO.

lil.

a-„_o78m,2o

B— 38" 51' 23".

I /y— 102 '",40

' B=r55o.

6=5734'",2o
8-^37^29' 12".

3" Cas.

Î42.

143.

4' Cas.

144.

1^5.

I
^/— 117''',80

' 6= 48ni,

,
a=5 678^,76

/ A= 3456"',48.

j
/>^ 122^.40

' '^— 130ni;

)
/> 1:52"'. 34

' '• =28'".80.

ncsaudrr les Manrjle, recfa>u,tes doni /c, données suivent.

I

6= 141-"

' c= 181"',20.
146.

i ^?r=.()o42"i,84

. C~9-
I

b= 320"'

6-l-c=252"',40

6—c= 7"',fi0.

( ar:=225'n

l ^= 0n^,75.

j,^- i
/>— 48'"

' B=:32"57'.

148 I

'?— 163"',20

/ B =40^22'.

149 i
a— 176'"

) />--=: 160"',oO.

m. Résoudre un triangle rectangle, connaissant

c=120'" et ^' = 0,6.

l'Jo. Quelle est la hauteur d'une tour qui donne 96'" d'omhrplorsque le soleil est élevé de 52" 30' au-d'essus de rhoril?'''

'

de it de haut'iol: '"^"^r"'"/-?
^^''''^'' ^''î'''' par un arbre

de rhonzon?
^ '''''* ''* ^'^^^ ^'^ ^^^"'^0' au-dessus

137. Déterminer la hauteur du soleil lorsque l'ombre d'un style
vertical exposé au soleil égale 2 fois ^ la hauteur du style.
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158. Quelle est la liautour du soleil, loi

objet

159

vertical égale une lois

. Trouver la 1

1

:, sa liaiilour

squc l'ombre d'un

,., ,„,
ngueur d'une droite faisant un ande de

11' .0 avec sa projection
, dont la lon-ueur est de 16">,6i

160. Un reclangle a li>()'",.iO de base et 7()-,l,s de' hauteur:
quels sont les angles formés par la diagonale avec ies côtés'

161. La diagonale d'un rectangle a ()S"'./t2 l'angle,
•me avec la base a ^{'MS'. On demande la surface d

foi

(angle

162. Une corde sous-tendant „
quelle est la longueur de cette corde

e qu'elle

u rec-

un ai-c de 82" est à 20'» du cent re:

163. Dans un cercle de 8'",35 de
de lu corde d'un arc de 17" 8"?

16-4. Dans un cercle de 72'" d

•ayon
, quelle est la longueui

e ra\^on, quel est : I" le polygone

périmètre
régulier inscrit dont le côté égale 2^5'"

;
2'^ quel est le

de ce polygone; 3" quel serait le rayon du cercle inscrit?

hi^lv^ Ho"?'
•'^P''^^''^^^*'-, P^''^o»'-" -^0 kilomètres, qu'on a

a-t-on suivit ?
^ '''' '""^ ^"' '''' ^'''*- ^"^"« ^''«^tion

hal^nrV^K^.v^R-^'"';
*'''«"&ïe rectangle a 4(i89-,76 et laHauteur lS3U'",2i. Résoudre ce triangle.

167. La perpendiculaire abaissée de l'angle droit d'un triangle rec-
tangle determme sur l'hypoténuse deux segments 6'= 3596- 32
et c =z24bo"',15. Quels sont les éléments de ce triangle? '

168 Résoudre un triangle rectangle, connaissant a= l 346"' 24
et la différence des côtés de l'angle droit f/=824"',746.

169. L'hypoténuse d'un triangle rectangle égale 4320"' 4^> et
le rayon du cercle inscrit ».:;.789.",36. Résoudre ce tdan^;.'

170. La somme des côtés de l'angle droit d'un triangle rec-
tangle est de 6642".,777; on demande de résoudre ce Sn^le
sachant que l'hypoténuse a 476o"s3d.

^ '

Triangles quelconques.

Résoudre les IHangles dont les données suivent :

1 ' Cas.

171.

A =32" 57'

B = I23"

a = 117"',80.

172.

A=138o3l'
B= 33" 17'

c = 14' ,76.

m

i*'.

a:



fe:fe

An!:U :

m

90

17a.

174.

2« Cas.

177.

178.

3' Cas.

181.

182.

4 Cas.

l.So.

186.

Cher

189.

i:UiMKNTS DE TIUGONOMKTRIE RECTILIGNE

A— 7i>'il7'

H=z;.4S'. hJ'

o=5()0"'.i().

A=:57"3!2'7",6

B=z73"^2'50"

a=:i25.432'",.i(j.

a= 105'"

A=:î)8"

«=:,S,')"',40

6- =38'".85
C= 15"25'.

i = 167'"

{
/>=145'"

f C=54"

( 0=203 '",20

j
6=215'",40

( C=72M0'.

(
o=75"'

\ 6=02"'
' e=l07"'.

I

o=a.i3"'.90

h =o97"',60

(;=625'",90.

175.

176.

179.

180.

183.

I8i.

187,

188.

(

l A= 7.i"53'33",8'

( C= o68f)5.in,(i().

{Sainl-Cijr, 185^2.;

( B= 79" 50' 39"

J
C=6i"25'.i,S"

= 439"', 258.

[Saint-Ci/r, 1849.'

i o=53"',60

J
c=35"',20

l C= 71'15.

j
o =65792"'.60
i=08045"','60

_

( A=28"51'4S"6.

( École navale, 1853.)

/ 6 =61 686 '",54

j
c= 51 956'",90

( A=24" 26' 56".

i 6=1109n',75

j
c=148!)"i.62

( A=47" 9' 50".

{Ecole navale.)

I o=456"',40'

/>=518'".50

f
r'=592"',30.

( «=567"',37
' 6=419'",85

6- =354 '",63

Thev /es éléments inconnus des triangles dont les
données suivent :

( A=123"
o=181'",60

' /'— (:=29"',54.

1 A= 58"

190. = 105"'

; /-'+Cr:::216"',50.



7"i7';r,'2

f)"50'a9"

CHAPITRE VI. —
. EXERCICKS ET PROBLKMFS

Exercices du Cliapitre V.

91

1i>l. L'a tifîlo d'élévation d Il somiîiot d'une tour verticale est d(
i3"l5'à 72- do la tour. QuoII,. on est la hauteur, l'œil de j'oh-semteur étant à l'MO au-dessus du sol?

192. L'angle d'élévation du sommet d'une tour verticale dont
on s'avance de ;i2"' vers la

le piod est inaccessible est do 21";{6
, , .„„.,^^ „^ „ . ... vur

tour l'angle d'élévation du sornmc't esVaioiréiJal'l 40^'^''''

Ouelle es a l.autour de la lour? La base d'opération est hori:
zontale. et 1 œil do l'observateur est élevé de l'".50.

m. Mesurer la dista.icc d'un lieu A à un autre C inacces-

doSOn 1
' '";'%"'" ''•''" -^'^ P''n'endiculaire à AC. et longue

en A et en C égale 'iS"25 .

I9.i Deux observateurs, distants de i 750"'. mesurent au môme
instant les hauteurs d'un point remarquable d'un nuage. Ce point
est dan.s le plan vertical de la base d'observation, et les aif^Mcs
^1 élévation sont 72'> et .S;». Quelle est la hauteur du nuage? en
.Klinoltant que les deux observateurs ont le même horizon?

I!'"). Calculer la distance de deux points inaccessibles \ et K
eminaissant une base CD=loO">. l'angle BCD=.10o;

'

l'angleACD=69'% l'angle ADC=:38"aO', et l'angle BDC=.70"80'.
196. Trouver la hauteur d'une montagne. La base d'opération

•P'c I on a choisie a 22o">, les angles formés par cette base et les
layons visuels menés au sommet de la montagne sont respecti-
vement égaux à 52-27' 18" et il"19'25"; de plus, l'un de ces

dri>i9'Tr'
''^^^ '''''^''''' la verticale delà station A un angle

197. Trois points A. B, C étant donnés sur la carte d'un

IS ï,"
«"'"'''"/'' '.'.^

'^«^'terminer la position d'un quatrième
point M, dou les distances AC=^200"' et BC=i70"' ont été
vues sous des angles connus oi=/i{îo\Tl3",<i et p^SO^O' On

V , K^Z ''"f.
'"^^ '1"'''^'''' I^^'"<^ ^o"t '^u'' !<• même plan, et que

I angle ACB=LU'>/.0'S".-i. (On calculera MC.)
19S. Un observateur, placé à une hauteur do 120"^ au-dessus

'l>i niveau de la mer, a trouvé que le rayon visuel aboutissant à
I Horizon sensible Taisait avec la verticale un angle do 89'\W On .m-

-^^ts:
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le .ayoi, du cercle étant S»!"? '
'"'" ''" '" ™"« ''«'''"« •



«estre. {Sor-

èlie BB' pér-

oné décrite,

ï a pris une
' les couples
V : a= 60".

PROBLÈMES DE RÉCAPITULATION

KT AF^PLICATIONS DIVERSES

,
.f

-

202. Vérifier la formule;

§ I. — Exercices sur les lormules.

20J. Vérifier les égalités suivantes :

1" sin{a-{-b) sm{a~b)= sin'

a

— mi^ b

:

2" cos {a-^b) cos [a-b)^cos' a—sin^ b.

{Sorbonne, 21 avril 18ti0 et 31 mars 1865.)

203. Vérifier la formule :

+ .'? «

c'os^ a cos'^ b

204. Vérifier la formule: ^^(/.S'^+aj-f^; (rso__a)=:2 f^; 2a.

[Sorbonne, 10 juillet 1872.)
205 Dans un triangle, la médiane menée par l'un des som-

mets A divise cet angle en deux parties x et .y: démontrer que
l'on a la relation

: ^=^ [h et y étant du même côté de la

médiane).

206. Démontrer géométriquement et par le calcul que les for-
mules (8) et (10) relatives à sm[a-^b) et à cos[a-{-b' sont
vraies :

\ i
.

1" Quand a et ^ étant moindres que J. on a a-}-6>| :

2° Quand on augmente l'un de ces arcs de J ;

3" Quand a et b sont deux arcs positifs quelconques;
4" Quand a et b sont des arcs quelconques.

.,"< ils*-».'!. .
*

,.':.;.:ki:' .'»

M^
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l:r.h;MRNTS DI; TlIKiONOMKTItll-: IIKCTILir.iNh:

onircr <I"t'. dans un IriiinKk". on ;. Ks roj.iiliun s Slll-

stn g A 6in ^ B àin J (
' r^_ S-î

p . abc

coi'^A cwlfi co4,C= i^

S

^*' Sr^SR--! sinX sin B .svV? C;
'>"

'i/A-f/i/B-f-AyC=/vA/,/B <^C;

{Sorbonnc, 16 juillet 1869;

7" .o.A+oo.«+..„,,C=1+/,.,„|a ,inU ,»|C;

V
(S"'-''»'""!, -28 juillet 186(1.1

««- A+co.-. B+co.» C+l>oo. A ..» B co. C=l. '

n * ,h!"clï'r„:o'?U eM
™,"''''"" '™"8'»- '" '™"™'' I-

irionlro,- mo 1, ,,, r^T i , 'r'"
™'''^'''-'' «»-">scrils; S- ,1,.-

a"«°tit''™si'"^;:!r''''™,
''•''" "-«'- '^"ver le,

„St ^7t "" '™"*"'- ™""""'^-'"= P«™«re- i,, 01 les

angi,i Af^B!',:!
"" '™"'^"'- ™"""''™' «» »*»« S «' 'es

™yô,^.'t°ccti;:scHr*'
™"""''"'" '^^ '^'^ -«'- et .0



i'it(iiiii.Mi;s i)K iii'cAi'rrii.ATio.N «Ci

'iatiuns sui-

('s ,7 C ;

Ilot 1869.)

sin
,7 C ;

let 1866.)

1=1.

trouver les

l'ils; 2" (lé-

rée du pro-

trouver les

les centres

! périmèli'o

un angle

a et />. et

"2}-) et les

S et les

gles et le

gles et le

-1/ hlant donnés les oùlés d',,,! (|Ui.d,ila(èr(. insoriptil.l,.

rayon du cercle circonscrit.

§ II. — Problèmes numériques.

218 Trouver le plus petit angle positif satisfaisant à l'équa-

ncsoudvG de la môme manière les cijuutions auùwites :

i'l!>.

220.

221

5 tfj x=G cas X.

sin x=2 cos'^ x.

tOx-^-'àcotx—^.

22o.

222. Uix~cotxz=\
22;{. 2 6'ma?=sm(45o— .r).

224. 26m.r+8cos£c=:;{.
2 sin

(
o -|- a,' )

=

sin a+ eus a .

226 On donne deux angles: P=:2;i'57'19" et 0=21''i6'/,6"-

î'avdï?8^t'"'''
"''•''"' .ma.^.n,P+.4. Sorbonncl

.l.^"^'!:,,^

«'^''''^1'"'"
'f

^'"^"^^ '' ^«'" du pied d'une tour haute

L'^i'nT, "^ ?"fe''« r^it-il cette tour, l'observation ayantneu a 1'" au-dessus du sol?

228 Un objet vertical de l-Jo est vu sous un angle de 1"5'-
a quelle distance est-on de cet objet?

229. Dans un cercle de 3"',4o de rayon, on veut inscrire unpolygone régulier de 9 côtés, quelle sera la longueur du côté"
230. Dans un cercle de m-^,m de rayo- quelle est la gra-duation d un arc sous-tendu par une corde ,

• 238"',3o5?
231. Le cercle polaire étant éloigné de 23-28' du pôle, auel este diamètre de ce cercle? Le rayon de la terre peufétre Sp^té

tic 63/ myriamètres. ^
232. Calculer le volume d'un cône de révolulion ayant pour

base un cercle de 1". de rayon, sachant que la génératrice lait
avec la base un angle de 27" 17'.

233 La génératrice d'un cône de révolution a 2'",40 • elle faitavec
1 axe un angle de 22o. Quel est le volume de ce cône*?

JÎ^J^T """
'"'f'

^' ^"' ^'^ ''''^^'^"' «" ^ '"ené une corde qui
sous-tend un arc de 62-21'; quelle est la surface du triangle
compris entre cette corde et les rayons qui aboutissent à ses
o.viremites r

*«;
!'.!'

S'- '- 'V:,

5

•^i'-'fV^-S^ji:

W-:.^'Mr-

mâf

J}', ,

,
vnV.'-.'i/i
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235. i:ii<> (oiip a ;i()"i d

I.KJNf.

point exIéricMir Ibnt un anf:le de 18". Quelle est
d'un

de ce point au centre?

-'3(j. Dans le pi'oblôni

Kenfes, si le point extérieur étaUt-l

•' circonlV-reiice, les tangentes mené
In distuti ce

|)récé(icnt, quoi serait l'angle d es (an-

!;{7. Ml<'surer la distance d'un lieu A

luigné de 150'" du centre'

H. I.a base d'oiicrat

C^iiO"

Il un autre inacccssibh
tion AC-lo;;-, ra„j,i(, Az^^^jo ,,t p.; ,,

'2:\H. Deux observât
moment les hauteurs d'un point

ours distants de 1 875"' mesurent

ilgle

au mthnc
rem,.,•,,, ,

,
i-v^...!, juiiiarniiable d'un niiaifc ('i«

elfs ,lrrv''^r,''" 'f"^'"-
™"""i«''"" "" cote «==I325»,«

On calcul." tatila?""''
I<= .i7^'.8'3S" e. C= «-7'Sr.

face.

ixu^',/0, et L=Ubd,b'2. On demande la sur-

/.=ïi>.^8S
^^^^'««"•«^.^ôtés d'un triangle a=.33.n,4o,

fîm-
^-"'%17; on demande les trois angles et la sur-

.-tt lît?'"^/''.
"" '•'•'"^''' ^'''^"^ '«^I"el on donne a=.m'- 18^>

~f?' et C= (,8"7'40",9. On calculera la surface ' '

2^5. Quels sont les angles et la surface d'un trian-le dont lescotes sont
: a= lL>60. /vz=!ii>5 et (—107'$'?

'-^^^ ^^"^ 'e,s

,C»„cou,.s ,ra.lu,issio„ à VÉcolo pahiU^clul^lJe^me' '

a^i'^'fïiott'tr,;''''"™»^^^^^^

'249. Cl

s urée a i^

i>r>0. D
54'",i>5 d'

l'horizon

.

iJ51. U
('fraie 1"',

I" quelle

On sait (|i

il'opcratio

la tour fai

^;.:{. Tr<

On sait q
adjacents

-*() juillet :

m. Cal

On donne 1

-Idb. Ré
'r--/*3i>0 (

l'oti. Un
de ses ang
li'iangle.

^>o7. Un
qui le coir

aies et cen

-m. Cal

hauteur, Vi

2od. Dan
on demand
forme avec

m. Cak
un côté a =

m. Cale

AOB tourn:

au centre o

m. Cale

isocèle dont



entes mentMî.s

st la distiuictt

ngio dos laii-

du contre?

' inaccessible
-'" et l'angle

ent au mt^me
n nuage. Ce

'observalioii

.

c la hauteur

ne seconde
!st situé? On
i latitude de

^D, dans le-

" et l'angle

-=132o"',47

.=47"9'o0"
nde la sur-

î= 33"",4o,

s et la sur-

iice.

?le dont les

A = 40^56'

'e dont les

34i>18'n.9j.

i6.)

36 mesurée

IMIOBI.K.MKS DK UICAI'ITI LATKlN

i'4y. Calculer la hauteur d'une I

urée a 48-", et les angles d'élévation 44'>7' et h2i>'

2r>0. Déterminer la hauteur d'une ton

our inaccessible; la base me-
ï;r

X verticale (|ui donne
iel(»rs(|uc les(deilest élevé de 4!I"3U' au-dessus de

5i"',i'5 d'(unb

l'hurizon,

!251. Une hélice enroul
égale 1"',25, rampe sous ^.,
I" (|uellc est la longueur de cette irél

ée sur un cylindre dont le diamètre
un angle de 15" S'!»", (m demande

-r\^)
\i. Trouver la hauteur d „.. .,,.., ^^ ,,^^, ,

On sait que la hauteur du gra|)hométrc ësl'de "h" 1

icc, L>'' quel en est le pas.

une tour dont le pied est accessible,

d'onéritir.n . <<'{n, ^- ."" -'[^•''"^'"•^''''c ^^^ ^1'' '"'Jl», que la hase

i.iioui lait avec l'horizon un angle de ;{!l' IT'ii!)".

Oifsymirh 1'
*'''^?'"' ''':'" ''"'"^ -^ ^ "" i''*'"'^ ^ inaccessible.On sait que la base d'opération a li:i'n,45 et que les 2 an-des

a jaeents .mt l'un 4}H7'2K", et l'autre :id"i4'k". .S.^'i^œ
:'() juillet 18:k) et 19 août 1859.)

'

l'oi. Calculer la distance de deux points inacessibles C et D
(l..nnelahased'<q)érationAB=;{784n.etlesanglesCAB=8?2^^

LB.\=:46'-34', DAB= 47"ai>', DBA:=84'>35'.
'

.-Ik^^'Tf^ ? '''''1"^''' ''eclangle connaissant l'hypoténuse
« -4.3t>0 et la hauteur A=.t>073"s60. On calculera la sirface.

l^^b. Un triangle rectangle a une surface de 81 ()78-,3(J40- l'un

hian'gle."'
" ^'^^'^' '" ^'™*"^^ '«^ ^'""-«^ éléments de c"

^^o7. Un des angles d'un triangle a 85" 18' 46", les deuv côtés

r:t3~^ ^"^ ^"''
^^

^^'''-^" ^--^« '--^^^

fnnfL^r
'"'?'' '^ '"''"^'^ "^'"^ ^'"'^"^''^ 's^^^èle de 176"S40 de

nauteiir, i angle au sommet étant de 47"i4' is".
-'59. Dans un triangle ABC, on a a= CO-, h=.^{)n^ c-=i2"'-

iolnlravec Vc.^'"^"'"'
^' ^' '"'^^'"' '^^ '' ''' ""^''^« ^'"'«"«

t'tiU Calculer le rayon du cercle circonscrit à un triangle dont
liM^cote a:^354''-,20, et l'angle opposé à ce côté Ar.55'i9'i4".

J61.
Calculer le volume engendré par un secteur circulaireAOB tournant autour d'un rayon 0A= 3-, sachant que l'angle

au centre a = 23" 37'. [Sorbonne, l-r août 18(ii.

;.5!' î^^^^^"/^''' à 0",i près, l'angie au sommet d'un triangle

^Vt!^ '' •"*'" ^'^ ^^'''^^^ •' 345'2"s63i, et la surface égale à

3*

'^..••

tî:,
;./.•.":''

„JlM*.'y:.,1,. 1

.7i"' •'•• ' '•»ii
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h ^h^'^r' ^'"'•^'^'^? ^'"" triangle, connaissant la l.a.Keur

les deux cotes atljacenls ; savoir : «= 8^' et p =. 15".

auto.!;, ^n m" m 'f >"" '"^''"^''•^' •'•'" "" ^'"''^"fe-^^ '^^«f: t^"'''"'i"

l3^,Vi'

PI'"'

'.F ;<,:*-,4.^

m •
'-^^^^

§ III. — Questions proposées à divers examens.

26o. Quel est l'angle du premier quadrant dont le sinus (n|

égal a — ? [Sorhomie, 7 août 1860 et 7 juillet I8()i>.

m. Calculer à 0",l l'arc du premier quadrant dont la (ar-

genté est y^^' ,Sorbonne, i7 awiUmo.:

'167 La tangente d'un angle étant égale à 1 . quel est son si-
nus? iSoriownc, 29 juillet 1859.)

268. Calculer cà l'aide des formules trigonométriques, et à 0,U()OI
près, la tangente de :J0'>. [Sorl>o)inc, 12 juillet 1859.)

,rf!!"f!/''"^ ^°"f
"'' arc a=.17o35'.ir',2; calculer un aulro

arc ^ tel quon ait sinx=2sin a. [Sorbonne, 26 avril 1859.

• J:'^' ^\T'l!''''
'^'"" ^'^"^'^ ^o^P'-is entre 90" et 180° étanl

tgai a -o,daS on demande de calculer à 0,001 près, et san^
aire usage des logarithmes, le cosinus de la moitié de cet angh-

ifw^mbi;^^" "''' " '"^""'^'-^ ^'^'' ''^'^^^' '^^^

271. Le sinus d'un angle étant i, on demande les valeurs du

sinus et du cosinus de la moitié de cet angle. iSorbonnc 16 no-vembre 1860, 16juillet 1862 et -i novembre 18630
272. Etant donné co.v,=: 0,85 742, on demande de calcule.

sin^a et t'os^o. ^Sorbonnc, 29 novembre 1859.)

273. Quels sont les angles compris entre et 1000" qui oui
pour cosinus +0,5i8? Sorbo,uœ , 29 juillet 1859 et 2 août 18(i',,

v)7/ i\^ „^:i. 1 •274. On sait que le sinus

), on demandepour valeur 0,7582
irc compris entre 90" et 18(1"

de calculer le cosinus, la laii-



s exaiiioiis.

[uel est son si-
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,'en(e, la cotangente

,
la sécante et la cosécanle du même arc en

275. Trouver entre 0» et /.S" un angle tel que la somme de

"L'e fsô^V '" "'"' ''"'" '''' '^"•'"'"'^^
*^

"'

276. Calculer, avec 7 clmTres décimaux, la valeur de l'exprès-

-*'^" Im'x --"^^^ 2a— 2co,s /.^..-2oos 6.r, quand on suppose
.r-N3"2/.'36". (Sor6on,?e, 20 juillet ISfil.

I^r^^l i:^f«^ ^i.
déterminé par la relation suivante :

HiSBlf '^ ''''+ '='^''^-"- ;S°''^«"'^^. 23 juil-

278. On donne la base a d'un triangle et les dei nglcs ad-
j,uen(s B et C; quel est le côté du carré inscrit dans ce tfiangle

v

bcnnl-Ciir, examens oraux
, 186-i.)

279. D'un point M pris sur une circonférence de ravon donné
I

,
on abaisse une perpendiculaire MP sur le rayon OA. On

,
emande de de ermmer le point M par la condition que la su.-

{

^ce ^u riangle OMP soit égale à un carré donné m:K S<^U-

280. Un observateur est placé en A sur le sommet d'unemontagne et sa vue s'étend jusqu'à un point C à l'borizon
"

1

0- irravônT 77'!"'' '"1 "" "^«"'^' ^ ^^^ '^ ^^^^^^
AO, le layon R de la terre étant d'ailleurs connu, calculer
la hauteur de la montagne. [Saînt.Cyr, 1804.,

281. Trouverla condition pour que le rayon du cercle ciroons-
(Tit a im triangle soit égal au triple du rayon du cercle inscritbawt.Cyr, examens oraux, 186i.)

282. D'un point M extérieur à deux parallèles, on abaisse une
n-pend.cula.re commune MAB. ot une oblique MNP, tel c Zl;parl,e NP interceptée soit égale à une Lgue^don ée'T_eom.a la d.stance des parallèles AB=a et la distant

-^ns ti^,"S"'^ '' "'"'^' ^'""^'^ ''= ^' (««-^-'>'^

283. Résoudre l'équation
: sw .r f,jrr--\^ ^2 m, .v = w on indi-

lera les conditions rln nn«c;i.;i.«/. .... 1
''
., Vquera

examens oraux, IS6-i.)
'

^ "" i-^wii^mu

281. Sur le proIongem(>nt d'un diamètre BOf d
prend un point S par le(|uel on m

un cercle, on
éne une tangente SA ; on abaisse

;>'-'''.'•*'' 'm

"*••.;-'»."•;•'

ï«,.i*."t .'.
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mm '•'
"

11; -1 Jf, » .'

:".,".« f;

m'A n

f ol
du point de conlacl A une perpendiculaire AP sur le diamôti.
Ton joint AO. Quelle valeur faut-il donner h l'angle AOS= „
pour (lu'on l'aisanl lourner la figure autour du diamètre,'la surfaa"
latérale du cône engendré par SAP soit h celle de la zone en-

gendrée par Al'C dans le rapport '^"? [Sainl-Ci/v, 1864.'

285. Sur l'un des C()(és d'un angle droit AOB, on prend doux
longueurs OB-^a, nc=h, et Ton Joint aux points H et C un
point A du cote OA, de manière que l'angle BAC soit égal ;\ un
angle donné a. Quelle sera la longueur de OA? i^ainl-Ciir exa-
mens oraux, 1864.^

28tî. On donne, sur une circonférence de rayon B, un arc Al)
de m degrés. On joint un point B, situé sur le prolongemcnl
de OD au point A, et l'on mesure l'angle BAC^a extérieur au
triangle AOB. Calculer la distance BD du point B au cercle.
iSmnt-Ci/r, examens oraux, 1864.)

287. La surface d'un triangle est de ;^428"^05; on connaît de
plus la longueur de deuxcùtés, savoir: l'un 92'",35 et l'autre
I03'",57; on demande l'angle compris entre ces deux côtés. iSor-
ho)i)i('. 1() juillet 1862.)

288. Calculer le volume engendré par un triangle équilatéial
de 7'",35 de côté, tournant autour d'une droile passant par sm
sommet et faisant avec le côté un angle de 18". [Sovhomi,'
22 juillet 1859 et 28 juillet 1864.)

289. Dans un triangle ABC on donne AC - 177"' ^',S,"i

BC= 89"',214. l'angle C = 69ol0'12". Il s'agit de déterminer sur
le cote AC le point M par lequel il faut abaisser sur AB la per-
pendiculaire Ml», pour diviser le triangle en deux parties énui-
valentes. {Sorbotuic, 28 juillet 1862.>

290. L'un des angles d'un losange circonscrit à un cercle de
68'!' de rayon est de 43"24'37"; calculer, à un décimètre carré
près, la surface de ce losange. [Sorhonne, 4 novembre 1862 el

19 juillet ;865.^
'

"

291. Calculer l'angle au centre d'un secteur circulaire AOB.
sachant que le volume du secteur spliérique engendré par la ré-

volution de ce secteur circulaire tournant autour du rayon OA.

est ^ du volume entier de la sphère. [Sorbonne, 8 avril 1863.

11 avril 1862 et 11 novembre 1864.-

292. Calculer la tangente d'un arc égal au quart du (luad



• le diamètre (>t

ngle AOS= ,/..

être,' la surface

de la zone (3ii-

.1864.»

on prend deux

ints B et (; un

soit égal à un

uinl-Gyr, exa-

R, lin arc AI)

prolongement

t extérieur au

i. B au cercle.

on connaît de

',35 et l'autre

IX côtés. (Sor-

tie équi latéral

ssant par son

. [Sovbonve.

-177'",t>S5,

cterminer sur

ur AB la por-

parties équi-

un cercle de

Mniètre carré

iuibre 180!2 et

culaire AOB,
Jré par la ro-

u rayon 0.\.

8 avril l.Siîii.

u quadranl.
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sans recourir ;\ l'emploi des tables trigonométriques. (Sorhomie
-20 avril 18b;{ et il novembre 18(i9.)

'm. Calculer un angle x tel que l'on ait ^2sinx = sinU6'>—x]
[Sorhonne, i[ avril 18G3, il novembre 1861.;

m. On a un angle A = Uo^2(Y[r; on mène par un point B
pris sur 1 un des ccMés de l'angle, à une distance \B=.1()7'm
une droite BC, telle que la surface du triangle ABC soit de
h.ri^""'; on demande la longueur de la droilc AC et la valeur de
I angle AB(,. [Sorlmimc, 18 juillet I8(i().

m. Quelle est la graduation d'un arc sous-tendu par une corde

orale aux " du diamètre? (.SoW>o// ne. 18 Juillet 1860, l''aoùt

IH(ii et 8 mai 186().;

:.'9(i. Calculer, à j^- do seconde près, les angles d'un losange

dont le périmètre égale m^^m, sacbant que l'une des diago-
nales a !)i>"'.^oo. : Sorhonne, Ki novembre lSo8.)

^297. Trouver le rayon d'un cercle circonscrit à un triangle
'lont les trois côtés sont respectivement ^i'.9'", 3:52"' et ilo'" ISnr-
/'on^o, 10 avril 1860.)

'^

^298. Dans un triangle BAC, on donne le côté AB=r23>" ^)15
le côté AC== in-,.il9, l'angle BAC= 46o,>9'37"; on demande de

'. lol^Jr^'"^"'" ''^ ^'^ bissectrice de l'angle A. ISorbonne,
oaouti8o9.)

299. On donne dans un triangle ABC l'angle B = 68'i%'17"
l'angle C :.. 7a'>, 8-23" et la hauleur AH = l.i8M9; on dmandè
(le calculer la longueur des trois côtés. {Sorbonne, 15 iuil-
let 1iSd9., ''

^n'^'^iK^^h./'?'.' '"''lï.o'""
*"^"*^''^ ^^^^^' "^^«"^ respectivement

1 r-, ' -^l'^^-^O'^^.", DC= 2585'"; trouver la longueur de

n '" f .oiV?"'
J°'"^ ^^ '°"''"'' ^ »" "^'l'cu de BC. (Sorbonne .

l'i avril 1(559.

iir'^^'nn^"*!''""'' '^T "" *''^^"^'^ '^'^'^ î«s ^''ois côtés; savoir

pTi I "^f;:"'!
^^^^^^"'- 0" "^^"« '^ bissectrice AI de

angle A et I on demande de calculer lo les surfaces des deux
"angles AC[ et ABI; 2° la longueur de la parallèle IM à \C
'''iminceau côté AB en M. {Sorbonne, 18 avril 1859.)
m. îTn côte d'un triangle a pour valeur 3o-,42; les deux angles

adjacents ont, l'un 48o52'13"
et l'autre 75ol8'25". Résoudra cenangle et calculer la surface. [Sorbonne. 28 avril 1858.

ta*;^HC-

t'y. jÇ'!
-

lil»-. -jlnp, J



jq. "ci '% *.

•M. ivi*"-'''

U:? '.'ri

102 llLIÎMKNTS |)K ïlIKiONOMlirilll' IIIÎCTII.KlMr

.'iO;{. l'Aaul (loniic, d His un (ri;ii)y|(., Paii;;|i< C
ci l(»s (|{«ii\ côlôs (|ui ('(tmprciiiHMil cri .hil'I

.s
^ ".>.'' IN'

IS(

>iiV('r \ . |{ (.(
I

<"
: " '-VîS^J5.:it>

(' ('(lie

<,i)-' (

)i.

/•;<•«/''• lioh/lcili-

illiC

l-a l)iss('(<(iicc (I,. ra,i-l.> dn.il'.ru,, Irjan-I,. rrvUuv]
'hvnol|t(il('niisooinl(>ii\ soirinciilsddiil les loii-u

(' liai-

cl ;i'i'/j;iS; on (Icn

{Snrhoiinr. 10 noN cnihic lS(i:> cl (i aviil IS(

(Mirssonlii>',;i||i
i;ii)(i(« (|(> calculer les anf;lcs de rr ( ruiUL'Ic

).».

.'{(Ui. Ilcsoudi'c 1

i,ji cl deux iiui^lcs. sa\()ir: A ON";{ii't>S''(i; |} {i^';i!)'lf^''s

111 lrijin;j;lc, cuniiiiissiinl le périnKMre i';). l 'i:

(/,'((»/(• fiiihilcclniii/nc. iS.'i'i

'M). Calculer les cùlés d'un Iriaimlc «loni I

'2p'^ |n..u>0, cl doni les an;
c piM-inièlrc

valo ur ."Uv'iT'lii" cl ()!>".

5

;r;i()". t

(>s A fl It oui respeetlvcnienl
|

• Dlll

It

;U)7. Calculer la disi

nncoiir.s i/i'ut-ral, |.S;i.{,

iiicc de dci!\ poinls inaccessibles A
,
coniiaissanl une hase (ropcralidn CI) :.'!!){'", Si'

l"aii,i:lc ACI) ,s;;"|l't>7".8

cl

aiii: ('

i

HCI)

ri>iiî,'ie mx;

PaiiKlc AI)C--xl>S"{()',M" •{

;i'M0';{i>",7

r.'i"i>SMr'.()

On fera une vcrilical

daii

ion en calciilaiil la dislancc BD, d'ab
<i;tns le (rianf,He HCI). puis dans le Irian^lc AHO
t-M imllel ISÎvl.i

1(11(1

Sniii/-<'ili

-'{(>S. On connaK d

savd
eux C(~)lés d'un Iriau^lc cl l'andc comi

ir: ''-:-!';) .SiM.vJ, //=. i:i(i;i>,;i.{., (: = S.i"ai>' 18",4. D(H(
lier les angles A et l\ cl le C()lc r. h'co/e poh/tcr/i

tris

riwi-

.'W9. Calculer I

« = 1 !2 5 1 ;> , 7S , h -^ -2-2 iVM ,'2h

viquc. 18()!).)

nique, JSliS.

s ani:lcs d'un (rianf,'le dont les cùlés soni
o.^l8<)l(i,i)<). '^Ècole pohitcch

;U0. On donne dans un Iriande
et A=rS(M'J'.i7: dcl

'( -- OKW,8f), A=.808i.

[Ecole centrale, aoûl I86i.1

crniiner les autres éléments. Vérilicat

ll_. Klant donnes les trois côtés d'un trianyle ; a=zVm
/> = 87().5;-î

i-)!) r
c:rz|iM7j.5.2. calculer 1'^

1

ion.

I-iS.

-"Maire comprise entre les cercles inscrit et
centrale, août KStitj;

es angles et la surlacc:

circonscrit. [Eenlc

'M2. ( onnaissant deux C(ilés d'un t

/'= 083,45 et l'anjrl

riangic : a -^ ItWSJi.

, ,

,?'^' compris C^ 75-23' 54"; calculer les dem
autres ang.es, le h' côté, la, surface et le ravon du cercle cx-inscril
compris dans l'angle C. [Ecole centrale, octobre 1866.^



(:=r.si";{i>'is'\;

'''(•(lie po/i/lcrli-

(' l'cclaii^lc |i;ii-

Mirssoiil l"',;i||i

• io ce (riiiii^'lc.

(Mrc i'^) l'Jai.

1<' |t(''rini(''li(>

l'IivciiKMil pour

coossihlos A ('

il'.

:c BD, (Paboid

). {S(ii)i/-<'iir.

iikIi' ('om|ii'is:

'>",4. D(H(M'iiii-

'inique, 1,S(),S.

^ cù(6s sont :

'olc pohjlech-

, 6 = ao,s.{,;i;i

. Vérificafioii.

a=UOi2,i4S,
ot la siirl'acp:

nscrit. [Écoli-

Lilcr les d(Mi\

l'cle cx-insciil

866.!

i'H()iii,i";m(;s dk iii'cAiMTiît.AiMiN io;;

!l-!. ['y li.'iMl.Mir SA .Piin ,M.ii.(. S au - dessus .riin pian lioii-
/(.iilal AIU; (.s( (le '«t>7"S.S.V,. |,cs dnix «Iroilcs SiJ H ^T fu,,!
n.-.- lavcihcalc SA, .les aii-lcs rKaiix (|(,„( hi valeur n„„mim.-
es! ,),.'IS ^j/". Os iiM^mcs (lioih-s loiil ,.,iln! .'Iles un aiiKl<- IJSC
.IctS'îi'.i.,". (;,.|;, |,Hsr, on demande d.. calriiler ;

1" |,.s ;,iè(es
,\lt,S<.el. lu; de la pyramide SAItC; ^j" Pan^ri,, uaC; ;in|,. v.diime
lie la pyramide SAUC. Sainf-l\i/r. ISIKI.

•"•li. l'ilanl donné ledemi-eende hCA, doni le ray-.n vanl
<'.i<'t>'V.j!t. 01. (ire le ra.\.Mi (M',, laisanl avec ',)A nn angle
a -.l'I/ 1< ,.'. An poini Conmeiie la (angenle an eere|,.,,,ni

•;""l*'; '" l"»"'l •' !<' prnIonKemenI, d,. ()A , el, P..n demande
'I'' <-.ilniler

:
I" le vohune en-endré par l(' (rianf,de reelan-le (M'I)

'""riiani anionr d<- riiypolénnse Ol); t>" la valeur (pi'il fandrail
iit(rd)uer A ratifie «, p.Mir (|iie le vi.lnme engendré par le (rian-le
<"'> '"' ••'»i'l'l<' •!<' ndui (|nVnKendr(^ 1.. seeleur eireulaire (MA
^^(inil-( i/i\ |S(17.!

;îl.'i. Les rayons (le dcMix circonfénMices snnl, l'un de ;;•" rmlre
.l<' \"\ el la dislance des centres est t>-. (»n (l.>niande de cal-
culcr:

I" La surfac.. du Iriangle qui a pour hase la ligne des centres,
et pour sommet l'un des points (Pinlerseelion des deux circonfé-
rences

;

1'" La longueur de la corde commune aux deux circonférences :

;{" l-«s longueurs des arcs sous-tendus par cetle corde;
'i" l;i valeur de la suj-face commune aux deux cercles. (SnnU-

l»rohlèmcs snpplomontairos.

Ces (lueslions ont été rccucillios dans divers Examens.

316. Trouver la graduation de l'arc dont la lo-igueur égale lemus de 80". b" '^

;î17. Calculer, au moyen de la Trigonométrie, l'expression

v^^+ v/1
3I.S. Tiouver les lignes trigonométriques de l'arc de U".
3l!t. Calculer tirn'2o en fonction de «o.s a.

.'5i20. Exjtrimer sin "la . eus "In et h, t/"ia en fonction de dio.

,| M ';;•.!,;
'•

'y:

*isir
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|i«;ii.C.|vli».f

\tïm
il':-'

I!

5« î*;.*l -ie

Kr

:«l. Étanl donne ^,ï= v,V2_|. „.„„„,, ,,„„^ ^^^,,_ ^^^^^^^

*-- Vérifier la fimiiuli! („ ' „=:^i±ï/l +''/'

a

•W^ \enli(M- les formules suivantes ;

3"

l(j
^2
" —-(UsY'V; «

—

rof a;

>'()f (i=zr(>S(U' "2(1-^ cal «.>^ .

^^^Z^^:": " ^"^'^ '- "•- -'^'^ d'un triangle.

- -'' 2.\ +,sn. en-,/. ec=^4 CO.S A cas H ./. C •

condes.'"'"""
"

•
'^''^^^"^ '" «^^' P'"« P«'it que 10 so-

3^7. Résoudre l'équation : sin ,v-^rnsx:^a
3:28. Résoudre

: /./^r+ro/-',/-=oi-'.

3iî!». Résoudre :
-1' h-_^_--.a
-V'" .i" cas x~ •

331 Ir"'?"
'"' •""' '" '"'^'^"^"'"^^ ^^^ ^^^^'« '-»" cosinus.

331
.
Résoudre

: sin ,r+sin (a~x)=m
à vti^^Zl^!;^:;^;^ ^«^'"- ^« ^'-^I^ - qui satislni,

333. Déterminer l'angle .r 'tel que : f, a:=.tg SJo-mt 74>.
33.i. Déterminer l'angle ,. d'après la relation :

33o. Trouver un arc positif satisfaisant à l'équation :

3 cas- .r-f.;) sin- a?=2,75

O ù//(, .r— J (;o,y- x— ^ sin ce cos .v= 0.

337. Trouver .> dans l'équation : ^^li^t±:^^
, ^

•WN. Maximum de sin .r cos,v.



• rosd et tr/d.

es tn'jîononi('«-

I".

'un triangle,

que 10 sr-

«"osinus.

[ui satisfail

-cof 74".

t à r,equa-

339. Maxinmm ou mininiuiii de

l'IlOBLKMKS I)K HllCAI'ITI LATION lOo

\-\-sinx
Il ju (1—sinx)'

3i(). Maximum lie sùi ,/ \-co.scr,

351. filant (loiiué .r-\~yz=:a, (|uantilc constante, trouver le

inaxinuim de sin .r sin ;/ et de co.s .r cos y.

3'.!2. Maximum du produit (5— .vm ,/) (24-sm j,-).

3^3. De tous les triangles (|ui ont même base et môme angle
au sommet, ([uel est celui dont la surface est maximum?

;îM. Trouver le rectangle maximum insnit dans un secteur
circulaire de rayon H.

315. Des relnlions .".=-.'=.''
déduire les re-sinX sîiiB sinC "^""'" '«^^ ^e

liitions: ar,^h co-iC-^-c cosli et a--==//^+c-^—^2fecco.s- A. écrites
|iour les trois côtés d'uu Iriangle.

3.i6. Réciproquement, des relations ,,-.i-z//-! f c-'— ^i/>c ro.s A
écrilcs pour les trois côtés d'un triangle, déduire

a=zh cas a-ccos R . etc.. et .^*
. =z .^- =^ ^ -

i^ni A sin B sinC
347. Trouver la surface d'uu triangle dont on connaît deux

cotés a, h, et l'angle A opposé à Tun d'eux.

3i8. Discuter la formule a-=^h'-^c'—^2hc coti X, pour en
dedun-e les conditions dans lesquelles le deuxième cas des
Iriangles admettra une. deux ou solutions.

3(9. Trouver la surface d'un triangle isocèle dont on connaît
la base a et les angles adjacents égaux B et G . ou les deux
côtés égaux et l'angle compris.

350. Par un point D pris sur un côté AC d'un triangle, mener
une transversale DE qui divise le triangle en deux parties équi-
valentes. (On déterminera AE=.x.'.)

351. Calculer les trois hauteurs d'un triangle en fonction des
trois cotes.

352. Dans un triangle, on connaît un côté c et les angles ad-
jacents A et B; calculer la bisseciricc de l'angle A et le seg-
ment adjacent à AB.

353. Étant donnés les trois côtés d'un triangle, calculer la bis-
sectrice de l'un des angles.

354. Résoudre un triangle rectangle . connaissant : 1" les rayons
r et R des cercles inscrit et circonscrit; 2° le rayon R et un

angle B ou le rapport -^ des côtés de l'angle droit.

<:.

\y ,

T.,

y ^''^ii^KY.i'-
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riangio. coiinaissant raiigle au SDUiinol A

.'î.'iti. I{ (•souiiir un (i'iaii-|(

•'iiKlo A cl |(. lavon |{ du ooicl,.

•ruiaissant le périniclic i>'/' Mil

Cl |(

!(' ciicousciil; ou connaissanl II

•'i.>7. Ilrsoudrc un (lianpl
il" cercle insci'il. d |a so
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|<". connaissaiil un (•,,((>
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(I, I c ra,yon r

«M-cnco h— ( doN

•'{oN. Hosoudre un Irianel
"uMic iV o( un ani-lo A.

m. connaissant la surlace S, le péri-

a:i!). Il Ç-sou(lir un triangle, connaissant 1
soniiuot A e( la liaulcur /i.

a base auKle an

MO. Résoudre un triangle
Ja bissectrice de l'angle a" côm,

'M)\. Calculer Tatigle dièdre d

igle. connaissant deux côtés /, et c. vt

;5(i:2. D'

[U'IS,

u têt raèd

équil

n point M de la circonférence
atéral de côté a. on

œ régulier,

circonscrite iUin triangle

une de ces cordes étant cou

mène des cordes aux trois sommet

les longueurs des deux autres

"lie, |)ar exemple AMr::::^, (rou ver

;?();!. Trouver la surface d'un pol^vgonc irrégu
1'" cercle de rayon R, connaissant^ les angl
pol .ygone

'guiier circonscrit à
'es A. B. C..., de ce
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l'HOBI.ÉMES l)i: RliCAI'lTI LATION

oxlérieiir K on iik'iic deux langoiiles AK e( HK
<; «--()()". On dciriaiide de calculer la surface AM

107

roriiiaul un

prise entre les tan^^eriles et leeerel
l)K eoni-

;i()7. 1 rouver Taire d'une zon
spliere, lanf,'le a dos ra.yons nien

e, connaissant le ra\on l{ de |;

n<'rateui
es au

de la zone, et lanL'Ie
avec l'axe. Trouver le volume du secteur sol

X exiréinités de l'arc gé
«le p que forme l'un de ces rayoi is

i()8. Calculer le colé du \n)\y^..

ilaiis le cercle trigononiétrique, et

pliérique engendré.

gone réirtilicr de '( côtés inscrit

seni blabi
côté du polygone circonscrit

•'!<»!). Calculer la surface du |)ol)„,....,

1
" inscrit dans un cercle de rayon |{" cl -2

gone régulier de ciîtés

,

liim : Calculer la surface d
cu'conscril. Apjilnn-

iiii (H-rclc de rayon |{rzz:j,{8".,7ti

Il pentédécagone régulier inscrit dans

70. T rouver le rayon du cercle dans leiiuel I" I

peiil

|>criniètres des peiilagones inscrit cl

aires des.,. . •. • ^''i u<m> KM uci I" les aires d
•(Iccagones inscrit cl eirconscril ditlerent de l'iSm- ^j.

Jles

«•ii'H'ti'c; et ;{" les surfaces des
circonscrit dillerent de 1 dt

1 d éciinèire carn
mêmes pentagones diirèrent d(

l^'ï

IJ'i,: .4 v .
'!

I



;.

Rv
I

fi\.i A-"

m:
,1

'

hi ^
'

m'-

if

1 AHLKAII

DES PRINCIPAI.KS FOMMULliS l)i; LA THItiONOMilTIUi:

Forniulo» fondainontalci.

si II' Il
\ ros'^ (1 = 1

sin a — \/\— cos' ,i ; rus a r- ^T—^sïti'hi .

, sina
(g a—
•^ cas a

scr 11 -
cas II

,^ i eus a 1

sin a Uj a

cosec II .--: —T—-
SI II a

Formule! qui s'en déduisent.

Iij a
sm a

(()'

a

mm h

mit
*' t •.

Li

COS II
~

st'c a -: ^T^ûfa

gne. trigonométriques de la somme ou de la différence
de deux arcs :

sin
^
a 4- 1> = siII a cas b -\- sin b cos a

.

SOI j,~b]~ sin a cos b— sin b cos a .

cos .a-^b)~. cos a cos b— sin a sin b .

TUIGONOM.
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TAIIMUIJ l)K8 I'IIIN(;il>AI,i;S l'OIIMIJI.KS

CUS(((~/;) ._.,;o.s „ ,.,/.s /,
| .,//* a .sin h

'ui'n-f'}--/''", !'•/';
I /,'/ '/ /// Il

lil{n—h] 'U'<-llih

cut,j[a [h]
''"I" <-"ll>

I

'•"/'/ '/ \ciil i,

atth—ciUit.

Multiple, «t «ou.-mult.pic. de, arc. :

sin^a^Uinacosa ou ^/. .^i> ^m^a co.,a,

. 1

I

Il cas a -{—^1 sirA a

V 1+cm'a

cos

Somme et différence des ligne, trîgonométrique. rendue,
calculable, par logarithme. :

sinp-\.sinq = <isîn\{p-^q]cosl{p-^fl^

smP~sinq=^2sm,j{p~q]cosl'p+q)
TRIGONOM.

10!»

,'i

... >~i

A5fel;i^;:

t^''^')';fim
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cosq-cosp=.2siH^p^\-^)sinlip^g)

'einp—mn n.~ {~

cos a coso

con'i cosb

stn asrnh

cot a—col b=^('l::z!Ll
sm a sin '

sin' ci-~sinH= sin{a-^b)sin[a~h)

.

cosU-.sinH=cos{a-{.b)cos{a-b).

^>::.:'

P%

Résolution des triangles.

Formule, pour la ré.olution de. triangle, reotangl

l»"" Caa. Données a , B

C= 90"—

B

b= a sin B

c — a cos B

- — "^sin tirnsli-

a** Caa. Données
i, u

C^gOo—B

szn B

cn^ftco/B

ea.

S_ 26c= 2 a-^ 6-//? B ro.v B=
J
«« .sm2

B

1 1

2'^c=^6--'co/B,



TiiBLKAI DES I'«IN<:IPALR9 POHMI MIS

3' Cas. Données
,, , /,

=5 »" '»^-=\/:Ti'
cosC=-

B=:.90"—

(

« Ca«. Données

«=««mC ou c=^(^rf7r)(5^A)

/>. c.

Ml

i*^."

t!/\i—^~cotQ

(l: sm ti
0" a=v/62-+:c»,

s=2*^'-
^ ^1S

Formule, pour la ré.olutJon de. triangle, quelbonque..

1'"'' Ca«. Données «. B, C.

A=rl80"— (B-l-C),

(t=
a fitn B
sin AT '

2'' Cai. Données

C=:—*"* C
sm A '

2 5m A

a., b, A.

smB=*«^'^A
a '

0=:18ao_(A_^B).

- asm C

S. A<90. et a<«, le problème a 2 solutions.

^ /

I
JSft"*

V »;;•'•'•;'
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112 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNF.

3e Cas. Données a, />, C.

5lA+B)=90»-S,

asinC .
{a-\-b)sin-^

c= -—r- ou mieux : c—sw A cos

1
?=2(A-B),

1
S=^iyah sm C.

4" Cas. Données a, 6,

sm^A

cos g A

cos

coSgC

^Ô'ôB:

^Ô'^C

=v/

V

(p— 6)(p__c)
6c"

""
ac

p^aJÇp^b)
ab

p[p—a)
bc

p{p— b)

ac

PiP—c)
ab

{p—b)[p—c)___j^
p{p—a) p—a'

(P~a){p—'c)__ r

p{p— b)

iP-

Pip-

(P-^.

p—b

p— c-

S=^p[p—a){p-b){p—c)=pi\

\ 4 1

:>:K-
** ^É ^



TABLEAU DES PRINCIPALES FORMULES 113

Expressions des rayons R, r, r', r", r" des cercles circonscrit,

inscrit ou ex-inscrit.

(r' désigne le cercle ex -inscrit compris dans l'angle A. r"
celui qui est compris dans l'angle B, et r'" celui qui est com-
pris dans Tangle C.)

2R= a
sin A sin B sm C

R:

R=

1

p
1 1

abc

V-
p— a)[p— b){p— c)

i
{V-a]trj,^^kr={p-b)tg^^^[p-c)tu:,C

1'=ptij^yKz^[p—b)cot-^Q,z={p—c]cotj.B

r"—P i02'^= ip—c) cot^X={p—a) cot^C.

--Pf0.2^= {p—a)cotl)î:^-{p— b)cotix.

Autres expressions de la surface du triangle.

S=pr=(p—a) r'= {p—h) r"= {p-.c) r"'=^rr' r"'7'111
S= r^cot^X cot^B cot^C.

S=!2R2 sin A sin B sin C,

,i Jsk^'*4i..'.;,
d'i-'r.iim;-::-

,

^»i'

!!lm^f
<':'

»?

|.Tîi.

,;iàt?5

v?J:'^-
V.-S

i'^i^
^'
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Si A+B+ C=180", on a:

tg X-h trj B+ fg C^fg A fgB tg C.

C0S\i+ C0Sn\+ C0S^CJ^''lC0Sk C05B C06'C=1

Logarithme» de quelques nombres :

log 2:^ 0,3010300. -log 2=1,6989700.

% 7r = 0,i971.i99. -log „^î,50^28d01.

%360«= 2,556 3025.

% 1296000" = 6,1126050.

nk

m
»,

poser :

03:



APPENDICE

RÉSOLUTION DES EQUATIONS AU MOYEN DES TABLES

TRIGONOMÉTRIQUES

§ I«". — Équations du 2« degré.

73. Les racines de l'équation du 2<= degré, ramenée à la forme
xi-+-p:f ^q= o, sont données par la relation :

Pour rendre cette formule logarithmique, écrivons d'abord :

X:—iO^v^'-i)- p)

Cela posé, distinguons 1° le cas où les racines sont de même signe,
et 2° celui où elles sont de signes contraires. Nous supposons d'ail-
leurs que les racines sont réelles.

1° Dans le 1" cas on a 7 positif, et, les racines éiant réelles,

^— (7>0; donc ^ est positif et inférieur à l'unité. On peut donc

poser :

sin2 Ç :
47
pi

ce qui donne pour ç une valeur réelle calculable par logarithmes. Il

en résulte pour la formule (2) :

ou en séparant les racines :

c'=-— |(1+C0S9)=—pcos2|

c"=— |(1— cos9)==— psm2|.

2» Dans le 2" cas, 7 oit négatif; — ^^ est donc positif, et l'on peut

poser tgi<f,=— -J,i. Par suite de la formule (2] devient :

ou en séparant les racines :

X

X

,( t-.n- i. !i I

i U^iP'"-^- .'»

I

I
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2\ cosa /~a'^~~7r„~= -

§ II. - Équations du 3« degré.

74. ^-posons-nous d'nhonl de irouver les valeurs do cosia ,.

fonctiondeco.., ouceliesde.-^-. e„fonctio„de.n«.'
Dans eo.(a^.)

. ,,,,,_,,,^,,,,^^^ faisons 6. 2«, il vien,

donc
s*n2a=.2.ma co.a, cos2a = cos-^a~sin2a

.•n.a par ,_,,,.,, oo^o^^/irrC;/" ^" -"P'^^C--

qui peut B'dcrire : ras a =.,cos.la-3co4a.

Si dans cette relation, on demande la valeur do rosU=^r
étant donne cas a^b, on aura à résoudre l'équation •

^ "

'

^^-1—^= 0. (A)

Orona 6<1, donc la condition (PY^f^]'^
, , , ,.

/ 3\3 / ftx, W/ I2; <^' cest-a-dire

[ 12; ^-(^-gj <0 est remplie, et les trois racines sol; réelles
Voici comment on peut les obtenir •

es valeurs diflerentes renfermées dans la relation cos^J^^-!^]
Orlvelantun nombre

e.ie,nepeutavoirquerunede3ist;:rme:

les valeurs de., ou les racines de (1) seront' alors:

cos(2n.±«)=.,,,^'+£'j^^^^.

co«(2„.-H|±|)==eos(|±^^

et

-'(-'•"'^i^=-lhcos{^^^l)=..f^^l)

.?fe'



GNE

p COS^
I

COS<p

•é.

s de cos grt on

de sin a.

'= 2a, il vienl
:

en remplacnnt

de cos-ka=:x,

, c'est -à- dire

es soij; réelles

is dans la for-

liers quadranis
)nt donc toutes

îs trois formes:

^3l>

H7APPENDICE. — RKSOLUTION- DES i;QUATIO\S

CCS relations se réduisent aux 3 suivantes :

Si l'on prend AM=« et si l'on forme le triangle équilaléral MNP
on aura :

3 ' ^^^1 ~

—

ô^
—

• Les perpen-

diculaires Mot, Kn, Pp abaissées des som-
mets du triangle équilatéral sur HIV, repr.''-
sontent, prises avec les signes convenables les
racines de l'équation ]A].
Comme la somme do ces racines est nulle

on en déduit ce théorème de (iéoméirie • Si
(k>il)-mssom7ncls d'un Iriatuitc cqitilal,'ral,on
ahais>.'e des perpendiculaires mr un diamètre
ijuclconqtie du cercle circonscrit, ta somme
des deiucperpendic^aair.s situées d:un même côté de ce diamètre seracgale a la perpendiculaire située de l'autre côté,

<)n suivrait la même marche pour trouver sinL en fonction de
sin a.

la lome':
"'''"^'"^''"^

' '^^"^«"''"'^ l'kouation nu 3" degré ramenée à

x'i-hpx-i-q =0
lorsque les racines sont réelles et inégales.
Nous venons de trouver les racines de l'équation :

(1)

„q 3 cos a
(A)

si nous pouvons identifier ces deux équations , le problème sera résolu
Posons x= ç,j, l'équation (1) deviendra :

:0.
(2)

Les équations (A) et (2) seront identiques si l'on détermine p et a de
telle manière que -^=_^ et 7 __co.s a ^i.». a -•

P- 4 d3
~

7r~> c est-à-dire si

==V-
p
3

et cosa=
-9.

2

v/(-i
Pour que ces valeurs soient admissibles, il faut que p soit négatif et
que la valeur de cos a soit plus petite que 1 , ce qui fournit la con-
(1 11 inn *
dilion

H)S(i)= o„ (f)%(i)^<o.

. «r '. r -.•,

i^<. v',ti >.»•

."il •'^j^f\î.V'î

II»::
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118 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE flECTILIGNE

sertit
"""" ''

r
'' "' '""^ ^'«"^ ^'-^ délcrn^inées. celles de .

2Tr4-aPC0S3-, Pcos^" et pcos

Application. Résoudre l'équation :

t^osons a;i=pj/; cette équation deviendra

3
~-

H faut l'identifier avec l'équation (A), ce qui se fait en écrivant

On en lire ç>= di2 et cosa^z^il

3 3 ^

par

suite : a=

Les arcs racines sont

9
•

3^ +-
9

in 2n
"2 "^

y

ou

(4)

(6)

Les cosinus de (1] et (5), de (2) et (4), de (3) et (6) sont é£?aux et designes contraires. Les racines de l'équation proposée sont :

^
- 271 _ 4u

ou

x^=-2cos'~, a,^= 2cosf, x^=2cos^
a;^=_1,87939,

0^2= ^ ,33209 , 0^3= 0,34370.

76. Cette méthode est encore applicable lorsque l'équatton proposé,a deux racines égales, de même signe ou de signes contraires?'^Ln el et, nous avons vu que les racines de l'équation (A) sont représentées en grandeur et en signe par les perpendicuîairc^ .S sSde somme s du triangle équilatéral sur le diamètre BB'; doux de c,perpendiculaires peuvent être égnles et être situées du r^ême côté dece diamètre, alors les sommets M et P sont placés symetTqSemenï
par rapport à AA'. Dans ce cas AM = J et par suite a=^.

et^dW^m?''!^''
'''•"'"'

'T' '\'' '^'^'' '' '^ '''^'^^ de part

les poïlt. M TÀ 7T' '""^ '^"'^ '^ ^'^ ^'^"•^^ contraires elles points M et N sont places symétriquement par rapport au d a-
7tmètre BB'. Dans ce cas AM=p et

7C

«= 2-

TT.Considéronsenfln lecasoù TéquationduSedecré x3+nx-i-o-
» deux racines imaginaires. y ^h-



[E

ies, celles de x

écrivant :

«--t-2 ; par

Il égaux et de
il :

71

3

3.

Iton proposée
itraires.

(A) sont re-

res abaissées

; deux de ces

nême côté de

létriquement

)uver de part

ontraires, e(

)ort au dia-

hpx-hq = (\

APPENDICE. — UÉSOLUTION DES lÎQUATIONS

Vosomx=.p{cilfJa-^a^ cota), en designantpar a et a le
n,b.,,ues imaginaires de l'unité. En élevant cette relation'au

H9

obtient ;

es racines

cube on

ou

.X'-« = p3 [ to-i a -H cnl-^ a+ 3aa, ' a f,j a-^-oi^rota}
x•i—^3piaa.^x—ç)^i{lgia-hœria)= 0^,

Ses* racines sont : p{lga-i-cota)

i?[a.t(ia-ir-a,^cola]

p{y.llga-hacola'
Identifions l'équation (H) avec la proposée; il viendra les deux re-

lations -Sp^^.p et -ç3{tg3a-i.cot3a) = fj. De la 1- on tire

P"-V"3' '^^"'•^'''Se que l'on ait ;><(). Si l'on avait p>0, on

poserait x= p(ct(g a-a^cola], et l'on continuerait le calcul de

la même manière. La 2-^ relation donne : tgn a -f- cot3 a = ~ 'L.

Pour trouver a, employons un angle auxiliaire, en prenant <« m= (nia
il viendra :

jr y :

/|?9+ co/9=-l; on en tire: 7=-p3(/^ç+ co<ç)

ou
cos<(>sin(p ~

un2^'>

d'où s^•n2ç=-?(y/_pj^
Pour que cette valeur soit admissible, il faut que sin2cp soit com-

pris entre -1 et +1; il faut donc que l'on ait

ou
4p3

HT
qi ^*

27 <7- ou 4p3-f.2792>o, ce qui montre bien que ce mode
de résolution n'est applicable que dans le cas de racines imagi-
naires. °

Ayant 2^ on en déduit successivement ç, puis a et 2a, et enfin x
dont les valeurs sont :

^i = sJ—%{tga-^coia).

-J_P

a -h a. coi a]

1

"1

î •i,^i?Sfïv,si,

,ï' ''i^,l!l''-î'!?',i

Ipfe

..e-?l'»ii. ,;'..'

-' :> K$
0:

X.
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Application. Trouver les racinea de l'cqualion :

Ici l'on a p>0; posons ,r= p'«/^a_« ,ota\
<lm, a;3+ 3p2.^+ 2p3co/29= 0, en faisant Ig^a^tnç
On aura donc f'^i, tg2cp= 2p3.
En prenant p=1 ,

on en déduit: 2ç = fi3»2r.' o-'îIoat

ra/2rt= 0,'1612 et .<îec2a= 1,0129.
Donc .rj=— 2pro/ 2a =—0,3224.

a;2=p(co<2a-f-j/I^séc2a) = 0,1012-+-1,0l29v/337
aj3= p(co<2rt— v'=^scc2a)==0,lC12— l,0I29v/^^.

§ III. - Formule de Moivre. - Équations
binômes.

78. Dans une expression imaginaire de la forme a4-Si/-~î <

l'on pose a^pcosa et ^= ç>sina, on aura :

pfcos a-+-sin a\f^.
Si l'on multiplie cette expression par um^autre imaginaire

p' (cosft+smi/—
1,

il viendra pour produit

pp' [ cos ( on- 6
) 4-sm a y/ni

]

.

et, si les deux facteurs deviennent égaux, on a :

[p(cos «4-sm ai/:^]2 = p2(co,s 2a-t-sm 1a\J^).
On trouve de même, pouMe produit de trois facteurs égaux :

[pfcos «H-sm«v/-l)]3=:p3(cos3a-)-sm3ai/:rï),
et, en général, pour le produit de m facteurs égaux :

[pfcos a-f-sm as^'=\] ]m=,pm/cos ma-+-sm ma^^=À).
C'est la formule de Moivre; on démontre en algèbre qu'elle est en-core vraie quand m est fractionnaire, positif ou négatif

et /^ ma en fonction de cos a et de sin a ou de Uj a.
En effet, p étant égal à 1 , la formule s'écrit :

{cos a-^&in ai ~f jm^cos ma -^ sin ma\/^Â.

é^alanfreSl'V' ^'r' •' "''"'^^'^^ P"'' '« ^«'''""^^ ^" ^^"««'^e et enégalant le résultat au deuxième membre, c'est-à-dire en écrivant quo



SE

y, 9= 31"/,3',

lations

in aire

î égaux :

/ITT).

qu'elle est cn-

i ma, cos mrt

binôme et en

écrivant que
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les parties réelles sont égales, ainsi que les parties imaginaires, on a :

1.2.3

et sin m(( = OT COS"' -1 a ,vma——t-^;-J H"»— 2) ^.^^^n 3,(,si,(,j_^....(B)

En divisant membre à membre les formules (B) et [Aj on obtient
tg ma :

(g ma=
m/,a--('--n(y-?),,3a + ...

^_m(m-l)^-^:;.n(rn-lHm-2)(m-3)^^,^____ (C)

(On a simplifie en divisant les deux termes de la fraction par cos"' a.)

Si, dans ces ''.'ois formules, m est fractionnaire, ou si l'on change

m on —, on obtient les sin, cos et Ig des sous-multiples des arcs.

Par exemple, si l'on veut déterminer tg t en fonction de tga, la

formule (C) donne :

^y'''^-\-iUgia:^tg'ia-

En posant tg iw^b et tg a= x on a à résoudre :

bxi-h^x'i— i'éxi—'ix-i-b = ();

équation réciproque dont la solution n'offre aucune difficulté.

80. La formule de Moivre offre le moyen de trouver les racines des
équations binômes de tous les degrés. Prenons comme premier exemple
l'équation binôme du cinquième degn'' :

x'^— \—i).

Posons X= cos a -h sin a y'^, l'équation devient :

cos oa -+- sin Qa v— 1 = ]

,

ce qui exige que l'on ail : cos 5a = 1 et sin oa= 0:

donc Sa= 2K7r; d'où a=~.
En faisant successivement K = (), 1, 2, 3, '», il vient:

K = U a= x^ = l,

K= l

K= 2

a= 'jLtz •li:
X2= cos -y- +-sm -p- V— 1

.

'm m
x.,= cos T^-t-sin-jT-v'—

1

>, .

fU:
VV"

'.'i; -l.'.J ;.H '

lii

!^|-^#-"' I

A "It .'' j «
•

• - 'fV^V,

i

'
'II' ,'V-*'-<-'. .'.

'I



pH4
ijfjS

» .-.7 , Tij

is^..

' •'1 a t' '

il vi, ;*•!>* i^

M}--A' '^

,4. r

2^ ^KMENTS D|.; rKl(;O.NOMP!ri„K HECTIUG.VK
n«! m.lme, soi7 à n'soetrfre l'équation :

Posons a.= cosa-^«/n.,Zrr^,,
iv,,ualion devionl;

"'"Ut donc que l'on ait: cosiUn= i et smlK« = o.

Donc
lfi'«=2KTt: d'où a= 2K^

15

ÏAîquation est donc résolue par c«= cos-fJÎ-H.m ^K^-î . ,,,

-o^™u,e,ilsunUdedonne.unesvi::/^'^-'ir

"^ 1.2.3.', '9*^«--.

1 .

2

—

3
—
T'^ ^(1

•'-onn .a= ., d'où ^ = |, ces formules devienJèl,
:

•-
^ -^ «^ 1.2.3.4'^ -"ir- -•••]•

^. „ ,
« 1.2.3 -^+ J

,;,; .ta
'"'" ^ "" ^^ ' ^^^^-' ---b'«^ à la limite o„

auiu
-^^ __i et cos'»a= 1; par suite, iJ viendra :

-^-+- ^ '^i^ xd
1 .2-+-1

.2.-3.i-fT2r3:^/:-576+ (1)

1 • 2 . 3
-*-

1 . 2 . 3 ; 4 ; 5 - 1 721 .-374:.^-6-7+ - ^2).

vent Vcatle?": 'rn^us^eUel'^'^'^ P^-^ ^'^"^^ -^^^odes, ser-

La srrie 12) lî.n,
'"'"""' '^ "" «''«^ «" fonction de ce arc

du troisîLi ^tt"ire
"''^^"'^' '''''''' négliger les termes au d'à

donc ^„ di/Térence entre un arc plus petit ,ue 90« el .n. sinus est
moindre que ^ du cube de l'arc.

cosx=i—

el sin x= x—



)» sinus est
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Dans la série (1J, faisons aî=:", le premier membre égalera zéro; puis

1 1
remplaçons xi par -, d'où j/= --_, d mulliplions par y"*, il

{v
viendra :

Mm-1 ym 2 ,im-3
, = 0.2 24 720

Les racines de cette équî'lion sont les multiples impairs de ^ , •,

(D*
leur somme égale le coefficient du second terme changé de '^ne
donc '

'

1,1 11

2'

(1)' ay &Y
ou

T^^ ,^ i 1 1 1

Cette série peut servir à calculer iz; il est facile d'en déduire en-
core d'autres séries plus convergentes

;

i^ 1 t 4Ecrivons :

nous aurons 1 , 1_^1_^1 S
4'

retranchons la deuxième égalité de la première, il viendra

Q S . 1 1 1 .'^-.
et ^^=1-

8 ei ^=1
g

donc
Tt2_

J^ 1 1 1

6 ~^"^22'^S2"^4i"^52- (4)

^ K

S-^:-

v'
'.:

".1.

VvJ

•

i •

')';

i
fi?

le'';"

^»;)#

:,^:!K,;
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ALPLABET GREC

h'fô-v*

ii ''*•-

h,': <i:'-T*y

A a . Alpha

'' Y .

A S .

• iaiiinia

Délia

.

F i .

Epsil(3ii

D/ôta

. Kla

• Thêta

Iota

K X .

A X .

M [X .

N V .

S Ç .

Kappa

Lambda
Mu
Nu
Xi

.

II 71 .

Omicron

1* P . .

T T . .

. Rho

yigma

Tauru..
* 9 . .

XX..
Upsilon

Phi

Chi

Psi

fi w . . Ciiiéga

4224. — Tours, impr. Maine.
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