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LES ÉLÉMENTS

DE

GÉOMÉTRIE D'EUCLIDE.

DÉFINITIONS.

I.

Lk point est ce qui n'a aucune partie.

II.

Une LIGNE est une longueur sans largeur.

III.

Les extrémités d'une ligne sont des points.

IV.

La LIGNE DKOiTE est Celle qui est également placée entre ses

points.

V.

Une surface est ce qui a longueur et largeur seulement.

VI.

Les eïtrémités d'une surface sont des lignes.

VII.

^
Si la droite qui joint deux points dans une surface, de quelque

manière qu'ils soient pris, s'applique exactement sur cettf surtace,

la surface g'appelle surface plane.

VIII.

Tin ANGLE PLAN csl l'inclinaisou de deux lignes qui se rencontreat

dw8 uu pian, et qui ne sont point placées dans ia même airecuon.

9



4 ÉLÉMENTS d'eUCLIDE.

IX.

Lorsque les lignes qui comprennent un angle sont des lignes

droites, l'angle s'appelle reotilignk.

X.

Lorsqu'une droite tomhant sur une droite, fait les angles de suite

égaux entr'eux, chacun des angles égaux est droit -, la droite qui

tombe est dite perpendiculaire à l'égard de celle sur laquelle elle

tombe.

XI.

L'angle obtus est celui qui est plus grand qu'un angle droit.

XIL

L'angle aigu est celui qui est plus petit qu'un angle droit.

•/

0àm

XIIL

On appelle limite ce qui est l'extrémité de quelque chose.

XIV.

On appelle figure ce qui est compris par une seule ou par plu-

sieurs limites.

XV.

- TTri CERCLE flst Une iigure plane cumpii=c j^ai «xx.- - --o— -.

appelle circonférence, et qui est telle que toutes les droites menée.

^?
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LIVRE PREMIEII.
5

à la circonférence d'an cortaia point placé dans cette figure, «ont

^alds entr'eliea.

i

XVI.

Ce point .0 nomme le centre du cercle.

XVII.

LemAMETU. du cercle est une droite menée par le centre, et

terminée de l'un et de l'autre côlé i-ar la circonférence.

f
V^

XVIII.

Un ..Mr-cKHCK est la figure comprise entre le diamètre et la

portion de la circonférence qui est sous-teudue par le diamètre.

/

XIX.

Le centre du demi-cercle est le même que celui du cercle.

Les FIGURES RECTILIGNES SOUt

droites.

XX.

celles qui sont terminées pr.r des

XXI.

V ^, rrnrAMrvvs les fitTUTCS tcrmlnéespar

On appelle trilatères ou triangles les n^ur

trcAs droites.
XXII.

Oa appelle ««...«*- celles ,pB son. .enninée, par ^tre

droites.
XXIII.

On appelle multilatères ceilea (lui

quatre droites.
^



^ ÉLÉMENTS d'eUCLIDE.

XXIV.

Parmi les figures trilatères, celle qui est terminée par trou CÔUi

égaux se nomme triangle ÉftuiLATfciiAL.

Celle

A
XXV.

Celle qui a seulement deux côtés égaux se nomme trianclk

ISOCÈLE.

XXVI.

Celle dont tous les côtés sont inégaux se nomme trianole

SCALÈNE.

XXVII.

Parmi les triangles celle qui a un angle droit se nomme triai^ule

RECTANGLE.

XXVIII.

Celle qui a un angle obtus se triangle obtus-anglk.

Parn

angles

Cel

Ce

nomri

Cl

ne s

RHO

I
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LIVRE PREMIER. '

XXIX.

Celle qui a ses trois angles aigus se nommo thunglï ACUTAMOi.r.

A
XXX.

rRIAMCLK

Parmi les ligures quadrilatère., celle qui a ses côtés égaux et ses

angles droits se nommo quauuk.

XXXI.

Celle qui a ses angles droits se nomme rectanglï.

TRIANGLE

XXXII.

Celle qui a ses côtés égaux, mai. qui n'a pas ses angle» droits, a.
qu

nomme rhombe

B TRUKULï

XXXIII.

Celle dont les côtés opposés sont égaux, ^^'^' ^';^'''''' ^'"'^"^

ne sont pas égaux, et dont les angles ne sont pas droits, se nomme

RHOMBOÏDE.

Les autres qua

XXXIV.

.drilatèrcs, ceux-là exceptés, se nomment tbapèz«.

I



8 ÉLÉMENTS d'EUCLIDE.

XXXV.

Les PARALLÈLES soTit des droites qui, étant placées dans un même

plan, et prolongées à l'infini de l'un et de l'autre côté, ne se ren-

contrent uullc part.

Une quadrilatère dont les côtés sont parallèles, se nomme paral-

lélogramme.

DEMANDES.

I.

On demanda qu'on puisse conduire une droite d'un point quel-

conque à un autre point quelconque.

II.

Ou demande qu'on puisse prolonser continuellement, selon sa di-

rection, une droite finie.

III.

On demande que d'un point quelconque, et avec un intervalle

quelconque, on puisse décrire une circonférence de cercle.

Siàd
tons serc

Si de

restes 6<

Les g

entr'ell(

Les

égalas

Les
j

Let

Deu

Tou

Siv

dam(
gées i

que d

' Les grandeurs qu

entr'elles.

AXIOMES.

I.

i sont égales à une même grandeur, sont égales

IL

Si à des g

seront égaux

randeurs égales on ajoute des grandeurs égales, les tous

m.

Si de grandeurs égales on retranche des grandeurs égales, les

Testes seront égaux.
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•>%!<

Doint quel-

;elon sa di-

intervalle

LIVRE PREMIER. *

IV.

Si à des grandeurs inégales on ajoute des grandeurs égale», les

tons seront inégaux.

• V.

Si de grandeurs inégales on retranche des grandeurs égales, le»

restes seront inégaux.

VL

Les grandeurs qui sont doubles d'une même grandeur, sont égale.

entr'elles.
VII.

Les grandeurs qui sont les moitiés d'une même grandeur, sont

égales entr'elles.

VIII.

Les grandeurs qui s'ajustent entr'elles, sont égales entr'elles.

IX.

Le tout est plus grand que sa partie.

X.

Deux droites ne renferment point un espace.

XI.

Tous les angles droits sont égaux t., .'eux.

XII.

Si une droite tombant sur deux droites, fait les angles intérieurs

du même côté plus petits que deux droits, ces deux droites prolon-

gées à l'infini, se rencontreront du côté où les angles sont plu» petits

que deux droits.

sont égales

lies, les tous

} égales, les



10 ÉLÉMENTS d'EUCLIDE.

PROPOSITION I.

PROBLÊME.

èiurune droite donnée et finie construire un tnangte équUatéral.

Soit AB une droite donnée et finie :

Il faut construire sur AB un triangle éciuilatéral.

C

*(

Du centre A, et avec un intervalle AB,décrivez la circonférence BD

eusuUe'du centre B, et avec un intervalle BA, décrivez la circon-
"'

févenceACE(D. 3);

du point C, où les circonférences se coupent mutuellement, conduisez

lea droites CA, CB aux points A, B (D. 1) ;

Je dis que le triangle ABC est équilatéral.

Car puisque le point A est le centre du cercle CDB,

AC est égal à AB (déf. 15) ;

de plus, puisque le point B est le centre du cercle ACE,

BC est égal à BA (Déf. 15) ;

mais on a démontré que AC est égal à AB ;

donc chacune des droites AC, BC, est égale à AB ;

or \eH quantités qui sont égales à une même quantité sont égales

entr'elles (Ax. 1) ;

donc AC est égal à BC ;

donc AC, BC, AB sont égaux entr'enx.

Donc le triangle ABC est équilatéral (Déf. 24) ;

et de plus, il est construit sur la droite donnée etfinie AB.

Q. E. F.
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uilatéral.

PROPOSITION II.

PROBLÈME.

J*ar un point donné conà 're une droite égale d une droite donnée.

Soit A le poi. Jonné, et BC la dtoite donnée :

II faut conduire par A une droite égale à BC.

érence BD

la circon-

;, conduisez

)B,

ACE,

LE;

Bont égales

t»

4);

inie AB.

Conduisez du point A au point B la droite AB (D. 1) ;

sur AB construisez lé triangle cquilatéral ABD (I. 1) ;

prolongez DA, DB aux points E et F (D. 2) ;

du centre B et avec l'intervalle BC, décrivez la circonférence CGH

du centre D et avec l'intervalle DG, décrivez la circonférence GKL

(D. 3) qui coupe la droite DE au point L.

Je dis que la droite AL sera égale à la droite BC.

Puisque B est le centre du cercle CGH,

BC est égal à BG (Déf. 15);

de plus, puisque D est le centre du cercle GKL,

DL est égal.à DG (Déf. 15) ;

mais DA est égal à DB (Constr.)
;

donc la droite restante AL est égale à la droite restante BG (Ax. 3) ;

mais on a démontré que BC est égal a BG ;

donc chacune des droites AL, BC est égale à BG ;

mais les quantités qui sont égales à la même quantité sont égales

entr'elles (Ax. 1) ;

donc AL est égal à BC.

Do,tc par le point donné A on a conduit une droite AL égale à la

droite donnée BC.
Q. E. F. '

i
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PROPOSITION III.

PROBLEME.

D^ «... iné,a(e, ilani A,nnée., ntrancKcz i. ta j,to. era^

une àroiU égaie à la plus peMe.

Soit AB et C le, deux droites inégales données, dont la pta. grand.
.

„ Jdetplns grande AB retranche, une droite i^i soi. égale à 1. /J
plu3 petite C. ,.,-».-.-

—

» i /\ .^ T

,y

T"^

->? .^ y ^ K^f'<

"^i^
\

^^TTi „„t ATÎ an Tioint E (IJ. ^)' Vi

,
'^, A rnndnisez une droite AD égale à la dr'oite C (1. î), V^

Par le P»»'/. ™ ™, °"
„,„e AD déerive. la oire.nférenc.>

,

DEF coupant AB au point E (D. 6).

Je dis que AE sera égal a C.1 i

Puisque A est le centre du cercle DEF,

AEestégalàAD(Déf. 15);

mais la droite C est égale à AD (Hyp.):

, .«ax To tes AE et C sont égales chacune à la droite AD
;

doue les deux droite^.^^^^

^^ ^^^ ^^^^
, ^ ^^^^_ ^^

J, •*.« inianlp'i AP et C ayant été données, ii a été

^^etS î:Z:7râ:ifAB «noU AB ..^e . <a ,,«

P"*"- Q. E. F.
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ÉLÉMENTS d'eUCLIDE.

PROPOSITION IV.

THÉORÈME.

S'i deux triangles ont deux côtés de Pun égaux à deux côtés de

rauire, chacun à chacun, et aussi les angles compris entre ces

côtes égaux entr^eux, ces triangles auront leurs bases égales ; les

deux TRIANGLES seront égaux entr^eux, et les angles restans

opposés aux côtés égaux seront égaux entr^eux.

Soient APC, DEF deux trianj^les ayant les deux côtés AB, AC égaux

aux deux côtés DE, DF, chacun à chacun,

savoir: A B égal à DE,

AC égal à DF,

et ayant aussi l'angle compris BAC sgal à l'angle compris EDF.

Je dis que la base BC sera égale à la base EF
;

que le triangle ABC au triangle DEF,

et que les angles restans opposés aux côtés égaux seront égaux entre

eux,

savoir: l'angle ABC égal à l'angle DEF,

et l'angle ACB égal à l'angle DFF.

il faudi

Donc 1

Doncl
er

Donc I

le

Donc

Car le triangle ABC étant apppliqué sur le triangle DEF, le point

étant posé sur le point D, et la droite AB sur la droite DE,

it> point B tombera sur le point E,

parce que AB est égale à DE
;

mais AB s'appliquant sur DE, AC tombera sur DF,

parce que l'angle BAC est égal à l'angle EDF
;

le point C tombera donc sur F,

parce que AC est égal à DF.

Mais nous avons démontré que le point B tombe sur E :

donc la base BC s'appli(iue exactement à la base EF;

car si le point B tombant sur E, et le point C sur F, la b-s^e BC
s'appliquait pas exactement sur la base EF,

n«
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iLES BESTANS

\.B, AC égaux i

rnpris EDF.

SF;

LIVRE PREMIEB. is

il faudrait nécesBairement que deux droites comprissent un espaf «,

ce qui est impossible (Ax. 10).

Donc la base BC s'applique exactement sur la base EF, et lui est

égale.

Donc le triangle entier ABC s'applique exactement sur le triangle

entier DEF, et lui est égal-

Donc les autre» angles du triangle ABC s'appliquent exactement «ur

les autres angles du triangle DEF, et leur sont égaux,

savoir: l'angle ABC égal à l'angleJDEF,

et l'angle ACB égal à l'angle DFE.

Donc si deux triangles ont deux côtés de Vun égaux, etc.

Q. E. D.

nt égaux entre

EF, le point A
droite DE,

ur DF,

SDF;

)e sur E :

ase EF
;

la b?.se BC ne



16 ÉLÉMENTS d'EUCLIDE.

PROPOSITION V.

THÉORÈME.

Dans les triangles isocèles les angles placés au dessus de la base

sont égaux entr'^eux ; et les côtés égaux étant prolongés, les angles

au dessous de la base seront aussi égaux entr^eux.

Soit le triangle isocèle ABC ayant le côté AB égal au côté AC
;

prolongez les droites AB, AC aux points D, E (D. 2).

Je dis que l'angle ABC est égal à l'angle ACB,

et que l'angle DBC est égal à l'angle ECB.

et nous

COI

donc le

BOt

Ma

donc

On

Del

égaux

Prenez sur BD un point quelconque F,

«t de la droite j^E, qui est la plus grande, retranchez une droite AG
égale à AF, qui est Ja plus petite (I. 3).

Joignez FC et BG.

Puisque AB est égal à AC, et AG à AF,

le» deux côtés AB, AG du triangle ABG sont égaux aux deux côtés AC,

AF du triangle ACF, chacun à chacun
;

et ces côtés comprennent un angle commun FAG
;

donc la base BG est égale à Ja base CF (I. 4) ;

et les angles restans du triangle ABG sont égaux aux angles restant

du triangle ACF, chacun à chacun (I. 4),

savoir : l'angle ABG à l'angle ACF,

et l'angle AGB à l'angle AFC.

Mais puisque la droite entière AF est égale à la droite entière AG,

et que la droite AB est égale à la droite AC,

la droite restante BF est égale à la droite restante CG (Ax. 3).

Mais on a démontré que FC est égal à BG :

donc les deux côtés BF, FC du triangle BFC sont égaux aux deux

CG, GB du triangle CGB
;
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U8 de la base

s, le» angle»

côté AC
;

). 2).

B,

et noua avons démontré que l'angle compris BFC est égal à l'angle

comp CGB :

donc les a: •.:i8 restans opposés aux côtés égaux do ces denx triangles

sont égaux entr'eux (I. 4),

savoir : l'angle FBC à l'angle GCB,

et l'angle FCB à l'angle GBC.

Mais on a démontré que l'angle ACF est égal à l'angle ABG,

et que l'angle FCB est égal à l'angle GBC
;

donc l'angle restant ACB est égal à l'angle restant ABC (Ax. 3),

et ces angles sont placés au dessus de la base.

On a démontré aussi (jue l'angle FBC est égal à l'angle GCB,

et ces angles sont placés au dessous de la base.

Donc dam les triangles isocèles, le» angles placés, etc.

Q. E. D.

COROLLAIRE.

De là il suit que les trois angles de tout triangle équilatéral «on

égaux entr'eux.

ne droite AG

eux côtés AC,

\G;

ngles restant

5 entière AG,

G (Ax. 3).

,ux aux deux
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PROPOSITION VI.

THÉORÈME.

(ii deux angles d'un triangle sont égaux entfeux, les côtés oppciis

d ces angles égaux seront aussi égaux entfeux.

Soit le triangle ABC, ayant l'angle ABC égal à l'angle ACB ;

je dis que le côté AC est égal au côté AB.

Car si le côté AB n'est pas égal au côté AC,

l'un d'eux sera plus grand (|ue l'autre.

Soit AB le plus grand
;

retranchez du plus grand côté AB la droite BD égal au plus petit coté

AC (I. 3), et joignez DC (D. 2).

Puisque DB est égal à AC,

et que BC est commun aux deux triangles DBC, ABC,

l9S deux côtés DB, BC sont égaux aux deux côtés AC, CB chacKn à

chacun
;

et l'angle compris DBC est égal à l'angle compris ACB ;

donc la base DC est égal à la base AB (I. 4),

et le triangle DBC est égal au triangle ABC (I. 4),

c'est à dire le plus pjtit triangle est égal au plus grand :

ce qui est absurde.

Donc le côté AB n'est pas plus grand que le côté AC
;

on peut démontrer de la même manière qu'il ne lui est pas plus petit :

donc AB est égal à AC.

Donc si deux angles d'un triangle, etc.

Q. E. D.

COROLLAIRE.

De là il suit que si les trois angles d'un triangle sont égaux, le

triangle sera équilatéral.



a cotés opposé»

ngle ACB ;

C,

i plus petit coté

C, ABC,
C, CB chacwn à

pris ACB
;

.4),

(I. 4),

us grand :

!Ôté AC ;

;t pas plus petit :

etc.

3 sont égaux, !e
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PROPOSITION VII.

THÉORÈME.

l^nqui (fi'ii^T triangles ayunt la même base, ont leurs aammeti

du menu aké de la hase, les deu.r câtcti ({ui partent de l'une dea

'xtrémités de la hase ne peuvent pas être égaux enir'eux, et aussi

lc8 deux côtes qui partent de Vautre extrémité de la base.

C»t si cela est possible, soi. ^t les deax triangles ACB, ADB au

dessi.is de la même base AB, et uyant les sommets C,D du même côté

de la base: pupposons que les deux côtés (.'A, DA qui partent de

l'extrémité A sont égaux entr'eux, et que les deux côtés CB, DB (jui

partent de l'autre extiémité de la base sont aussi égaux entr'eux.

.Toirrnez CD.

1» Dans le cas où le sommet de chaiiue triangle n'est pas compris

par l'autre triangle.

PuiR(]ue AC est égale à AD,

l'angle ACD est égal à l'angle ADC (I. 5) ;

mais l'arigte ACD est plus grand que l'angle BCD :

donc l'angle ADC est aussi plus grand que l'angle BCD;

à plus forte raison l'angle BDC est plus grand que l'angle BCD.

De plus, puisque RD est égale à BC,

l'angle BDC est égal à l'angle BCD
;

mais ou a démontré qu'il lui est plus grand ;

ce qui est impossible.



rs sommdê
t! /'une dea

X, et aussi

e.

;B, ADB au

même côté

i partent de

CB, DB (jui

itr'eux.

pas compris

CD:
îBCD;
ngle BCD.
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i* Si le sommet D du triangle ADB est compris par l'autre triangle

ACB, prolongez les deux droit»-8 AC, AD m\ pointa E, F.

Puisque les deux côtés égaux du triangle ACD sont prolongé»,

let deux angles ECD, FDC au-dessous de la basse sont égaux 'ntre

eux (I. 5).

Mais l'angle ECD est plus grand que l'angle BCD :

donc l'anglo FDC est aussi plus grand (|ue l'angle BCD ;

a plus Ibrto raison l'angle BDC est plus grand que l'angle BCD-

De plus., puisque BC est égal à BD,

l'angle BDC est égal ù l'anglo BCD
;

mais on a démontré qu'il lui est plus grand :

ce qui est impossible.

Donc, dam let deux cas, lorsque deux triangles ayant /u mémf

base, etc.

Q. E. D.
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PROPOSITION VIII.

THÉORÈME.

(S? deux triangles ont deux côtés de Vun égaux à deux calés de

l'autre, chacun à chacun, et si la hase de Pun est égale d la base

de Pautre, les deux angles compris entre les côtés égaux seront

aussi égaux.

Soient les deux triangles ABC, DEF ayant les deux côtés AB, AC
égaux aux côtés DE, DF chacun à chacun,

savoir : AB égal à DE,

AC égal à DF,

et aussi la base BC égal à la base EF.

je dis fjue l'angle BAC sera égal à l'angle EDF :

Car si le triangle ABC est appliqué sur le triangle DEF,
le point B sur E et la droite BC sur EF,

le point C tombera sur F,

parce que BC est égal à EF.

La. base BC s'appliquant exactement sur EF,

BA, AC s'app'.i(}aeroat exactement sur ED, DF
;

car si BC s'appliquant exactement sur EF, les droites BA, AC ne

s'appliquti.ent pas exactement sur ED, DF, et avaient quelque

autre position comme E(i, GF,

il serait possible d'avoir deux triangles sur la même base et avec

leur sommet du même côté île la base, de telle manière que les

deux côtés qui partent de l'une des extrémités de la base soient

égaux entr'eux, et aussi les deux côtés qui partent de l'autre

extrémité :

ce qui est impossible (ï. 7).

Donc la base BC s'apojiouant exactement sur la base EF,

il est impossible que les côtés AB, AC ne s'appliquent pas exacte-

ment sur les côtés ED, DF:
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V à deux calés de

t égale à la base

tés égaux seront

ux côtés AB, AC

F.

3 EDF :

F

mgle DEF,
EF,

ur EF,

D,DF;
Iroites BA, AC ne

it avaient quelque

ême base et avec

e manière que les

s de la base soient

partent de l'autre

r !a base EF,

[juent pas exacte-

donc ils s'appliquent exactement les uns sur les autres;

donc l'angle BAC s'applique exactement sur l'angle EDF
;

donc il lui est égal.

Donc si deux triangles, etc.

Q. E. D.
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PROPOSITION IX.

PROBLÊME.

Partager un angle rectUigne donne en deux parties égales.

Soit BAC l'angle recliligne donné :

il faut le partager en deux parties égales.

Prenez sur la droite AR un point quelconque D
;

retranchez de la droite AC la droite AE égale à AD (1. 3) ;

joignez DE (D. I).

Sur le côté de la droite DE opposé au point A construisez le triangle

équilatéral DFE (I. 1) ;

joignez AF (D. 1).

Je dis que la droite AF partagera l'angle BAC en deux parties égales.

Puisque AD est égal à AE (Constr.),

et AF commun aux deux triangles DAF, EAF,
les deux côtés DA, AF sont égaux aux deux côtés EA, AF chacun à

chacun
;

mais la base DF est égale à la base EF :

donc l'angle DAF est égal à l'angle AEF (I. 8).

Donc l'angle BAC est partagé en deux parties égales par la

droite AF.
Q. E. F.
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parties égales.

aies.

PROPOSITION X.

PROBLÊME.

Partager une droite donnée etfinie en deux parties égales.

Soit AB la droite donnée et finie :

il faut partager AB en deux parties égales.

ique D
;

à AD(1. 3);

struisez le triangle

3UX parties égEiles.

.),

EAF,
EA, AF chacun à

^ (I. 8).

'S égales par la

B

Construisez sur AB le triangle équilatéral ACB (I. 1),

[et partagez l'angle ACB en deux parties égales par la droite CD qui

coupe AB au point D (I. 9) :

'je dis que la droite AB est partagée en deux parties égales au point D.

; Car puisque AC est égal à BC (Conslr.),

et que CD est commun aux deux triangles ACD, BCD(Constr.),

les deux côtés AC, CD sont égaux aux deux côtés BC, CD chacun à

chacun
;

mais l'angle compris ACD est égal à l'angle compris BCD
;

donc^la base AD est égale à la base BD (I. 4)

Donc la droite donnée et finie AB est partagée en deux parties

égales au point D.

Q. E. F.

d



as ELEMENTS D EUCLIDE.

PROPOSITION XI.

PROBLÈME.

Sur une droite donnée et d'un point donné dans cette droite, con-
duire une droite quifasse deux angles droits avec la droite donnée.

.Soit AB la dioite donnée, et C le point donné dans cette droite :

il faut pai- le point C conduire une droite qui fasse deux angles droits
avec AB.

Prenez dans la ligne AC un point fjuelconciue 1)
;

faites CE égal à CD (I. 3);
<-onstruisez sur DE le triangle équilatérai DFE (I. 1), et joignez PC;

je dis que FC fait deux angles droits avec AB.

Car puisque DC est égal à EC (Constr.),

et que CF est commun aux deux triangles DCF, ECF
les deux côtés DC, CF sont égaux aux deux côtés EC, CF chacun à

chacun,

mais la base DF est égale à la base EF :

donc l'angle DCF est égal à l'angle ECF (l. 3>.

Or ces deux angles sont de suite
;

mais quand une droite fait avec une autre droite les angles de suite
égaux entr'eux, chacun des angles égaux est droif^Déf. 10) :

donc ohacuu des angles DCF, ECF est droit.

Donc la droite FC, conduite par te point C sur la droite AB, fait
deux angles droits avec Ali.

Q. E. F.

'W
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droite, con-

'oile donnée.

:te droite :

mgles droits

l

PEOPOSITION XII.

PROBLÊME.

Sur une droite donnée et indéfinie, et d^un point place hors d'elle,

mener une perpendiculaire.

Soit AB la droite donnée et indéfinie, et C le point donné placé hors

de cette droite :

il faut sur AB conduire du point C u'-e droite perpendiculaire.

ioi'ruez FC ;

:cF,

!^F chacun à

^lesde .suite

)éf. 10) :

le AB, fait

Prenez de l'autre côté de la droite AB un point quelconque D,

et du centre C et avec un intervalle CD décrivez une circonférence

FDE coupant AB aux points F, G (D. 3) ;

partagez FG en deux parties égales au point H (I. 10),

et joignez CH :

je dis que CH est perpendiculaire à AB.

Joignez CF, CG.

Puisque GH est égal à FH,

et que CH est commun aux deux triangles CHG, CHF,

les deux côtés CH, HG sont égaux aux deux côtés CH, HF chacun

à chacun
;

mais la base CG est égale à la base CF (Déf. 15) :

donc l'angle CHG est égal à l'angle CHF (I. 8).

Or ces angles sont de suite :

mais lorsqu'une droite tombant sur une droite fait avec elle les angles

de suite égaux entr'eux, chacun de ces angles est droit, et la

droite tombante est dite perpendiculaire à celle sur laquelle elle

tombe.

Donc du point donné C on a conduit une perpendiculaire Cil sur

la drûitc uonnéù îxu.

Q. E. F.
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PROPOSITION XIII.

THÉORÈME.

Les deux angles faits du même côté d'une droite par une autre
droite qui la rencontre sont ou deux angles droits, ou égaux à
deux angles droits.

Soient ABC, ABD les anpfles faits du même côté de la droite DC
par la droite AB qui rencontre CD au point B :

je dis que les angles ABC, ABD ou seront deux angles droits, ou ils

seront égaux à deux angles droits.

D B C B

Car si l'angle ABC est égal à l'angle ABD,
ces deux angles seront droits (Déf. 10).

Mais si l'angle ABC n'est pas égal à l'angle ABD,
conduisez BE de manière qu'elle fasse deux angles droits avec

CD (I. 11).

Puisque l'angle ABD est égal aux deux angles ABE, EBD,
si on ajoute l'angle commun ABC,

les deux angles ABC, ABD seront égaux aux trois ano-les ABC,
ABE, EBD.

De plus, puisque l'angle EBC est égal aux deux angles ABC, ABE,
si on ajoute l'angle commun EBD,

les deux angles EBC, EBD seront égaux aux trois angles ABC,
ABE, EBD.

Mais on a démontré que les angles ABC, ABD sont aussi égaux à
à ces trois angles :

donc les angles ABC, ABD sont égaux aux angles EBC, EBD
(Ax. 1) ;

mais les angles EBC, EBD sont deux angles droits (Constr) :

donc les angles ABC, ABD sont égaux à deux angles droits.

Donc les deux anglesfaits du même côté d^une droite, etc,

Q. E. D.

41

i

fis»
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r une autre

m égaux à

i droite DC

roits, ou ils

iroits avec

EBD,

igles ABC,

\BC, ABE,

gles ABC,

isi égaux à

EBC, EBD

!onstr) :

droits.

te, etc.

PROPOSITION XIV.

THÉORÊMK.

Si d'un point quetconque dans une droite, deux autres droites

placées de différents côtés font avec elle deux angles de suite égaux

d deux angles droits, ces deux droites seront dans la même direc-

iion, c'est à dire qu'elles ne formeront qu'une seule et même droite.

Que d'un point B dans Ja droite AB, les deux droites BC, BD pla-

cées de différents côtés fassent avec elle les angles de suite

ABC, ABD égaux à deux angles droits :

je dis que les droites BC, BD ne forment qu'une seule et mêmt

droite.

C B

Car si BD n'est pas dans la direction de BC,

Supposons que BE soit dans la direction de BC (D. 2).

Donc puisque ABC, ABE sont les angles faits du même côté de la

droite CBE nar la droite AB qui la rencontre,

ces deux angles ABC, ABE sont égaux à deux angles droits (I. 13) ;

mais l:-s angles ABC, ABD sont aussi égaux à deux angles droits

(Hyp) :

donc les angles ABC, ABE sont égaux aux angles ABC, ABD ;

ôtez l'angle commun ABC,

et l'angle restant ABE sera égal à l'angle restant ABD,

c'est à dire que le plus petit sera égal au plus grand :

ce qui est impossible.

La droite BE n'est donc pas dans la direction de BC.

Nous démontrerons de la même manière qu'il n'y en a point d'autre

qui soit dans la direction de BC, si ce n'est BD.

Donc BD est dans la direction de BC.

Donc si dans un point, etc.

Q. E. D.
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PROPOSITION XV.

TIlTÎoRftMK.

^'^ideuT droite, se coupait imUnettcnient, cllrs font les ang/es op.
poses au sommet égaux entr^iu.v.

Q.1C les doux droites AB, CD .se coupcit m.U.olloment au point E •

je d.s que l'ancWe AEC est éo,il -1 Pangle opposé DEB
et l'angle BEC égal à l'angle opposé AED.

C

A
^ B

(:ar puisque AEC, AED sont les angle faits du mé,ne côté de CD
par lu droite AE ,|ui la rencontre an point L,

ces de„, ,„gi,3 ,^ j.^,^ ,^j.j^ ^^^^^ ,^^^^^^ ^ ^^^^^^^ ^^^^^ ^^^^^
'lo p us pn,s,,ue BED, AED sont les angles faits du môme côté de

ia drcte AB ,,ar la droite DE qui la rencontre au point E,

mais il a été démontré que les angles AEC, AED sont égaux a deux-
anirles tiroits :

'lone les angles AEC, AED sont égaux aux angles BED, AED
;

otez l'auïlo commun AED,
et l'anglo restant AEC est éonl à v.....r]Q

..e^{. ^r
"'
t::^e^D.

'^ ""™° """"^ ''"^' '"^^^ «^^ -'^=^'
^

Donc si deux droites se coupent mutuellement, etc.

Q. E. D.

COROLLAIRE I.

J:>e là il snit que les quatre angles foits par deux dmites qui secoupent mutuellement sont égaux à quatre angles droits.

COROLLAIRK U.

El pir consé.|i,enoe, q„o q,ie),i„o soit io no;i,b,e dos ii^nos ,mi ,b
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PROPOSITIOxV XVI.

TJIlloKÊMK.

^;? <v>7c (Vun trian<^lo qudconquo étant prnlonçré, ramrfe e.vléruar
est plus grand </u,: chacun des angles intcrimrs cîopposés.

Soit le triangle AHC, prolongez le côté BC jusqu'en D •

je dis que l'augle oMc.ieur ACD est plus grand que chacun de.
angles mlcrieurs et opposés ABC, BAC.

Partagez AC en deux parties éirales an point E (f 10) •

joignez BE, prolonge/ BE jusqu'en F, et laites EF é-al à BE ri ;^^ •

joignez FC. ^ • • )

,

Puisque EC est égal à AE,
et EEé-al à BE,

les d^,x côtés EC, EF du triangle FEC sont égaux aux deux cotésAE, bE du tnannflo AEB. cluif^nn -S ch.icun •

mais l'angle compris FEC est égal à l'angle compris opposé au sommet
AtuM (l. 15) :

- donc la base FC est égale à la base AB (I. 4),
et l'angle ECF est égal à l'angle BAE;

mais l'angle ACD est plus grandi <pie l'an-de ECF •

donc l'angle ACD est aussi plus grand que l'imgle J3AE.

Si l'on prolonge AC à G on démontrera de la même manière que
1 angle BCG, c'est à dire l'angle ACD (I. 15) est plus ^rand
que l'angle ABC. ^

Donc l'angle ACD est plus grand que chacun des angles intérieurs
et opposés ABC et BAC.

Donc un côte d'un triangle quelconque étant prolongé, Pangle, etc.

Q. E. D.
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PROPOSITION XVII.

THÉORÈME.

Z;t>M.7' uiv^lfis d'un triangle quelconfjue, de (juelque manière qu'ib
soient pris, sont moindres que deux angles droits.

Soit lo triangle ABC :

je dis que deux angles du triangle ABC, de quelque manière qu'ils

soient pris, sont moindres qua deux angles droits.

Prolongez BC jus(iii'en U (D. 2).

L'angle extérieur ACD est plus grand que l'angle intérieur et opposé
ABC (1.16);

i = li

donc si l'on ajoute un angle commun ACB,
les auglts ACD, ACB seront plus grands que les angles ABC, ACB;
mais les angles ACD, ACB sont égaux à deux angles dioits (I. 13) :

donc les angles ABC, ACB sont moindres que deux angles droits.

On démontrera de la même manière que les angles ABC, BAC son
aussi moindrco que deux angles droits, et que les angles BAC,
ACB sont moindres que deux angles d. oiLs.

Donc deux angles d^un triangle quelconque, et'-

Q. E. D.
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inicre (ju'ilft

inière qu'ils

PROPOSITION X VIII.

TJIÉORÊME.

Dans tout triangle, un plus grand côté est opposé à un plus grand
angle.

Soit le triangle ABC ayant le côté AC plus grand (pie le coté AH :

je dis que l'angle ABC est plus grand que l'angle ACB.

B

uv ut opposé

ABC, ACB;
.oits(I. 13):

;les droits.

te, BAC son

uigles BAC,

itr

Puiiique le côté AC est plus grand que le côté AU,
faites AD égal à AC (I. 4), et joignez BD.

Puisque AD est égal à AB,
l'angle ABD est égal à l'angle ADB

;

mais l'angle ADB est un angle extérieur du triangle BDC :

donc l'angle ADB est plus grand que l'angle intérieur et opposé
BCDou ACB(I. 16);

mais on a démontré que l'angle ABD est égal à l'angle ADB :

donc l'angle ABD est aussi plus grand que l'angle ACB
;

donc l'angle ABC est beaucoup plus grand que l'angle ACB.

Donc dans tout triangle, etc.

Q. E. D.
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PJiOFOSITION XIX.

THÉORÈME.

Dons tout triangle, un plus grand angle est opj>osé à un plus
grand côté.

Soi, le ,ria„,Ie ABC ayant l'angle ABC plus ,^raud que l'angle ACB :

je dis ,,ue le coté AC est plus grand que le coté A B.

B

Car si AC n'est pas plus grand (|ue AB,
AC est égal à AB, ou bien il est plus petit.

Or, si AC était égal à AB,
l'angle ABC serait égal à l'angle ABC (I 5; •

mais l'angle ABC n'est point égal à]l'angle ACB :

donc AC n'est pas égal à AB.

De plu. a AC était plus petit que AB,
l'angle ABC serait plus petit que l'angle ACB ri 18) •

mais l'angle ABC n'est pas plus petit ,|ue l'angle ACB :

donc AC n'e.^t pas plus petit (jue AB.
Mais il a été démont.é que AC n^est pas égal à AB :

donc AC est plus grand que AB.

,l>onc dans un triangle quelcowiue, etc.

Q. E. D.

Ihu.

1'' l'i'

eli

mais
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w à un plus

l'anglo ACB :

AB.

PROPOSITION XX.

TIIIÎOHÊME.

Ihu.r calés d'un triangle queh ,i*e, de (/uel(iue VMnière '/m'i/x

goieni prie, sont plus grands que le côté restant.

Soit lo triatijçcle ABC :

je ili.s que douv cotés du triangle .ABC, de qnel(|UO miiniére qu'ils

suieiit pris, iHit plus grands que lo coté restant,

c'est à dire : BA, AC plus grands que BC,

BC, CA plus grands que AB,
AB, liC plus grands que AC.

j

'B:

18);

(\CB :

\B:

Prolongez BA jus(]u'au point D,

faites AI) égal à AC (I. 5),

joignez DC.

Puisque AD est égal à AC,
l'angle ACD est égal à l'angle ADC (I. 5) ;

mais l'angle BCD est plus grand que l'anglo ACD :

donc l'angle BCD est aussi plus grand que l'angle ADC
;

mais puisque ilans le triangle BDC,
l'anglo BCD est plus grand (]ue l'angle BDC,

et (ju'un plus grand côté est opposé à un plus grand angle (I. ![)).

le coté BD est plus grand que le c<3té BC
;

mais Bl) est égal aux deux côtés BA, AC du triangle ABC (Constr.):

donc BA, AC sont plus grands que BC.

On peut démontrer de L i lôme manière que
BC, CA sont plus grands que AB,

et que AB, BC sont plus grands qua AC.

Donc deux côtés d'un triangle, etc.

Q. E. D.

1
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PROPOSITION XXI.

THÉORÈME.

57 des e.nrhmtés d'un côté d'un triangle on mène deux droite,qui se rencontrent dans ce triangle, ces deux droites seront plu,

'Z!T
^"'

/' T""
""'"'" '"^'' ^"^ triangles, mais elles compren-

dront un angle plus grand. ^

Des extrémités B C du côté BC du triangle ABC, menez les deux
droites BD, CD au point D en dedans du trian^rle •

je dis que BD, CD seront plus petites que les deux" autres côtés BA,CA du triangle ABC, '

''

"^"Ing^e bIc.
'^''' ^°'"P'-^"^™"t "" ^"gl« «DC plus grand que

Prolongez la droite BD et qu'elle coupe AC au point E
Puisque deux côtés d'un triangle sont plus grands que le côté

restant (i. •^U),

les deux côtés BA,EA du triangle ABE sont plus grands que BE
Donc SI on ajoute une droite commune EC,

les côtés BA, AC seront plus grands que BE, FC
De plus, puisque les deux côtés DE, EC du triangle DEC sont plus

grands que DC (I. 20),
^

si on ajoute la droite commune BD,
les côtés BE, EC seront plus grands que BD, DC •

mais on a démontré ,,ue BA, AC sont plus grands que BE, EC •

donc BA, AC sont beaucoup plus grands que BD, DC.

De plus, comme un angle extérieur d'un triangle quelconque estplus grand qu'un des angles intérieurs et opposés (I 16)
l'angle BDC, qui est un angle extérieur du triangle DEc/ est nlus

grand que l'angle intérieur DEC. ^

Par la même raison l'an^-lp rvn „.,: „_i. .„- ,

! A MT- ' \ '^ ' ' "' ^ ^°' '"^ ^"g'e extérieur du tri-
angle ABE, est plus grand que l'angle intérieur BAC (I. 16) ;
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mais on a démontré que l'angle BDC est plus grand que l'angle BEC :

donc l'ang-le BDC est beaucoup plus grand que l'angle BAC.

Donc si des extrémités d^un côté, etc.

Q. E. D.

)oint E.

que le côté

inds (lue BE.

EC.

)EC sont plus

DC;

3 BE, EC :

), DC.

elconque est

.16),

EC, est plus

îrieur du tri-

C (I. 16) î
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PROPOSITION XXII..

PROBLÊME.

''Soient données Jes trois droites A n r i , ,

C'est à due: A. BpL„„ra:dl;2:c';
"""'"'"''

A, C plus grandes .jue 13,

Il faut construire un trinnolp ^\ 7f "' ='^"'''' ^^"' ^•

A, B, C.
^'' ^^""^ ^^'^ '^"^^^ ««'-«"t éo.aux aux droites

donc le

Donc l

C—

Supposons la droite DE terminée en D o^ Jn rr •

^^'ites DF éo-al à A, F(; éo-al -Ull CU ,

""' '^'' ^ '

-isuite du centre F et av c Pntï ; ^n ''/-"' ^^ ^ ^^^ ^^ 5

DT<L (D. 3),

"lîeivalJe FD décrivez la circonférence

L'l<'u centre G et avec J'intervaile TH i-
•

. ,. ^
io'g'iez FK et KG •

'

J'''l's que le triangle FIvG a se. côtés é-nuvnnv. • . •egau.x aux trois droites A, B, C.

rar puisque Le point F est le centre du cercle DKL,
tKestenalùFD(Déf. I5)•

malsAestéo•alàFD(Constr.):

nepIu.,p.,so„eGe»,lecT.m,eieercleIIKt.,

. ,f^I^ est égal à GIJ :

maisCestégalàGII(Constr.)-
donc GK c?t égal à C.
Or FG est égal à B .•



y à trois droites

mnière qu'elles

de quelque ma-
u troisième

;
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donc les trois droites FK, FG, GK égalent les trois droites A, B, C.

Donc le triangle KFG a été construit dont les calés, FK, FG, GK
égalent les trois droit s données A, B, C.

Q. E. F.

aux aux droites

3 vers E ;

(1.3);

circonférenc(i

circonférence

oites A, B, C.

)KL,

il,

n
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PROPOSITION XXIII.

PROBLÊME.

Sur une droite donnée et à un point donné dans cette droite, con-
struire un angle égal à un angle donné.

Soit AB la droite donnée et A le point donné dans cette droite: nueDCE soit l'angle donné :

'

.1 faut sur la droite donnée AB et au point donné A construire u,.
angle rectdigne égal à l'angle rectiligne donné DCE.

/ \

/ \.

/

li

Soient pris dans l'une et l'autre ligne CD, CE deux points quol-
conques D, E

;

'

joignez DE,
Construisez le triangle AFG dont les cotés AF, FG, (;a seront é-au.v

chacun à chacun au.v trois droites CD, DE, EC (I. 2-') •

"^

je dis .,ue l'angle FAGsera égal à l'angle donné DCE.

Puisque AF, AG égalent CD, CE chacun à chacun.
et que la base FG égale la base DE :

donc l'angle FAG est égal à l'angle DCE (I. 8).

Donc au point donné A dans la droite donnée A Ti un anale FAG a
été construit égal d l'angle donné DC/J.

Q. E. F.



e droite, con-

te droite: que

L construire un
CE. »i

points quel-

seront égaux
o.)\

.

^-) •

DCE.

icun.

8).

ingle FAG a

ïi
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VJ

PROPOSITION XXIV.

THÉORÈME.

*'t deu.v triangles ont deux côtés de Vun égaux à deux côtés de
l autre chacun à chacun, mais Pangle compris entre les deux côtés
de l un de ces triangles plus grand que Vangle compris entre les
deux cotés de l^autre triangle, la base du triangle dont Vangle
compris est plus grand sera plus grande que la base de Vautre.

Soient les deux triangles ABC, DEF dont les deux côtés AB, AC
sont égaux aux deux côtés DE, DF, chacun à chacun,

c'est à dire AB égal à DE, et AC à DF
;

mais que l'angle BAC soit plus grand que l'angle EDF
;

je dis que la base BC sera plus grande que la base EF.'

Des deux côtés DE, DF que DE soit celui qui n'est pas plus grand
que l'autre DF

;

' r r b

alors, au point D, dans la dite droite DE, construisez l'angle ED(;
égal à l'angle BAC (I. 23),

et faites DG égal à DF ou à AC (I. 3),

joignez EG et FG.

Puisque DE est égal à AB, et DG à AC,
les deux côtés DE, DG sont égaux aux xleux côtés AB, AC, chacun

a chacun
;

mais l'angle compris EDG est égal à l'angle compris BAC (Constr.):
donc la base EG est égale à la base BC (I. 4).

Do plus, puisque DG est égal à DF,
l'angle DFG est égal à l'angle DGF (I. 5) ;

mais l'angle DGF est plus grand que l'an-rle EGF •

donc l'angle DFG est aussi plus grand que l'angle EGF :

donc l'angle EFG est beaucoup plus grand que l'angle EGF.
Mais puisque Pangle EFG du triangle EFG est plus grand que

l'angle EGF, '

I
«

<t ([ue

•'t



îeu.r côtés de

es deux côtés

ris entre les

dont Pangle

s l'autre.

5tés AB, AC
Lin,

EDF:
îEF.

plus grand

'angle EDG

^C, chacun

C (Constr.):
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et (jue dans tout triangle un angle plus grand est oppof«é à un côté

plus grand (I. 19),

le côté EG est plus grand que le côté EF
;

mais EG est égal à BC (Constr.) :

donc TîC est plus grand que EF.

Donc si deux triangles ont deux côtés, c^.

Q. E. D.

F:
EGF:

grand que
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PROPOSITION XXV.

THÉORÈME.

Si dmx trianghs ont deux côtés de Vun égaux à deux côtés de
l autre, chacun à chacun, mais la base de Vun plus grande que la
hase de l'autre; l'angle compris entre les deux côtés du triancrU
dont la base est plus grande sera plus grand que Vangle compris
entre les deux côtés de Pautre.

Soient ABC, DEF doux trianp:]e.s qui aient les deux côtés AB, AC
égaux à doux côtés DJ-; m^, chacun à chacun,

c'est à dire AB égal à DE, et AC égal à DF
;

mais ia base BC plus grande (]ue la^base EF:
je dis que l'angle BAC sera plus grand que l'angle EDF.

Car 61 l'angle BAC n'osi pas pl-,s grand que l'angle EDF,
il lui est égal ou il est plus petit.

Si l'angle BAC était égal à l'angle EDF,
la base BC serait égale à la base EF (I. 4) •

mais elle ne lui est pas égale (Hyp.) :

donc l'angle BAC n'est pas égal à l'angle EDF.

De plus, si l'angle BAC était plus petit que l'angle EDF
la base BC serait plus petite que la base EF (I. 24) •

'

or elle iie lui est pas plus petite (Hyp.) :

'

donc l'angle BAC n'est pas plus petit que l'angle EDF.

Mais il a été démontré qu'il ne lui est pas é^al •

donc l'angle BAC est plus grand que l'angle EDF.

Donc si deux triangles, etc.

Q. E. D.



kux côtéss de

rande que la

du triangle

igle compris

ôtés AB, AC

EDF.

îEDF,

F.

EDF,

24);

EDF.

I:
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riîOI'OSITION XXVI.

TlIIÎonÊME.

:^;;::::: ;:;î:i5;:^"™ ""^'^ ^^ '-'• -- ™-« ^'»

c est a (lue Al) égal à DE, et AC à \F

fa, si AB ,.W pas ég.- à mo Pu,, •„„. „,,„ „,„,, ^„„„, ,

ftoit AJi plus o-iand qiio DE •

iHilos BG égala DE (i.;j/et joignez CG.

opposés a„.v cités égaux (I. 4) ;

''™' l"' '™'

cl"iic Fanglu GCB est égal à i'a.iWe DFE-
ma,s l'angle ACB est égal à l'angle DFE (Hyp.) :



3) à deux angles
n côté égal à un
ou cdui qui est

'es futés (gaux,
L encore égal au

'v angles ABC,
iiaciui à cliacun,,

le ces triangles

îlui f|ui est adja-

gal au côté EF:
à chacun,

troisième angle

ikI que l'autre.

istr.),

Jx deux côtés

DEF(Hyp.):
autres angles

îeux qui sont

p.)
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(lono l'angle (JC M est égal à l'angle ACB,

c'est à dire que le jilus petit est ô^al au plus grand,

ce (|ui est irnjxtsssible :

donc les côtés AB, DE ne sont pas inégaux
;

donc ils sont égaux.

Et pnisque AB est égal à DK, et que BC est égal à EF (flyp.),

les deux côtés AB, BC du triangle ABC sont égaux aux deux côtés

DE, EF ilu triangle 1)1:F ;
•

mais l'angle compris ABC est égal à l'angle comprjs DEF (liyp.) :

donc la base KQ est égale à la base L>F (i. 4),

et le troisième angle BAC au troisième angle EDF (I. 4).

Supposons maiulcnruit ()ue les côtés (pii sont opposés aux angles

égaux soient égaux, c'est à dire AB à DE :

jL' dis que dans ce cas aussi les autres côtés de l'un do ces triangle**

seront encore égaux aux autres côtés de l'autre triangle;

c'est à dire (|ue le côté BC sera éii'al au côté EF,

et le côté AC égal au côté DF,

et le troisième angle BAC égal au troisième angle EDF.

Car si BC n'est pas égal à EF,

Fnn d'eux sera plus grand que l'autre.

Supposons que BC soit plus grand que EF;

laites HH égal à EF (I. 3), et joignez AH.

Puisque AB est égal à DF, et BH à V.V,

les deux côtés AB, BH du triangle ABH sont égaux aux deux côtés

DE, EF du triangle DEF, chacun à chacun
;

mais l'angle compris ABH est égal à l'angle compris DEF (Hyp.):

donc les autres angles du triangle ABH sont égaux aux antres angles

du triangle DEF, cliacun à chacun, c'est à dire ceux qui sont

opposés aux angles égaux (I, 4) :

donc l'angle AHB est égal à l'angle DFE
;

mais rangle ACB est aussi égal à l'angle DFE (Hyp.) :

donc l'angle AHB est égal à l'angle ACB,



4S ÈI.KMKNTS D'r.L'OLIDr.

c'est à (lire que l'anglo extérieur AU H du triangle AHC est égala
a l'angle intérieur fit opposé ACII

;

ce (}iii est impossible (I. 16) :

donc les cotés HC, EF ne sont pas inégaux,

(Jonc ils sont égaux.

Or, puisque BC est égal à EF,
et que le coté AB est égal au coté DE (Hyp.),

les lieux côtés AH, BC du triang'e ABC sont égaux aux deux eûtes

DE, EF du triangle DEF, chacun à chacun;
mais l'angle compris ABC est égal à l'angle compris DEF (Hyp.) :

donc la base AC est égale à la base DF (I. 4),

et le troisième angle BAC est égal au troisième angle EDF.

IJunr si deux triangles ont deux angUa de l'un igaux, ntc

Q. E. D.
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MIC est égal à

u.

p.),

ux deux cotés

5 DEF (Hyp.) :

ngleEDF.

':gau>c; atc

PROPOSITION XXVII.

THÉORÈME.

,<?i une droite tombant sur deux autres droites fait les angles

alternes égaux entfeux, ces deux droites seront parallèles.

Que la droite EF tombant sur les deux droites AB, CD fasse les

angles alternes AEF, EFD égaux entr'eux
:^

je dis que AB sera parallèle si CD.

B>
Car si AB n'est pas parallèle à CD,

AB, CD étant prolongés se rencontreront ou du côté B,D ou du côté

Prolo'î.ge'z ces droites, et supposons qu'elles se rencontrent du côté

BD au point G.

Pnisque le côté GBE du triangle EOF est prolonge,

l'angle extérieur AEF est plus grand que l'angle intérieur et oppose

mais l'angle AEF est aussi égal à l'angle EFD (Hyp.);

ce (jui est impossible :

donc AB, CD étant prolongés du côté B, D ne se ren feront point.

On démontrerait de la même mariére .lu'elles ne i.^ rencontreront

pas non plus du côté A, C
;

Or les droites qui, étant placées dans le même plan et prolongées a

l'infini de l'un et l'aune côté, ne se rencontrent nulle part, sont

parallèles (Déf. 25):

donc AB est parallèle à CD.

Donc si une droite tombant sur deux autres droites, etc.

Q. E. D.
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PROPOSITION XXVIII.

THÉORÈME.

«} une droite tonibant sur deux autres droites fait un ani^te r.r-
térieur égal à un angle inténeur opposé et placé du viême ''côté de
la droite, ou bien si elle fait les deux angles intérieurs et placés du
même côté égaux à deux angles droits, ces deux droites seront
parallèles.

Que la droite EF tombant sur les deux droites AB, CD fasse l'angl«
extérieur EGB égal à l'angle intérieur opposé et placé du même
côté de la droite, savoir l'angle GHD,

ou bien qu'elle fasse les deux angles intérieurs BGH, GHD du même
côté égaux à deux angles droits ;

je dis que AB sera parallèle à CD.

Car puisque l'angle EGB est égal à l'angle GHD (Hyp.),
et que l'angle EGB est égal à l'angle AGH (I. 15),

l'angle AGH est égal à l'angle GHD
;

mais ces angles sont alternes :

donc AB est parallèle à CD (I. 27).

De plus, puisque les angles BGH, GHD sont égaux à deux angles
droits (Hyp.),

et que les angles BGH, AGH sont aussi égaux à deux droits (I. 15).
les angles BGH et AGH sont égaux aux angles BGH, GHD (Ax. 1) ;

retranchez l'angle commun BGH :

donc l'angle restant AGH est égal à l'angle restant GHD
;

mais ces angles sont alternes :

donc AB est parallèle à CD (I. 27).

Donc si une droite tombant sur deux autres droites, etc.

Q. E. D.



' un angle e.r-
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PROPOSITION XXIX.

THÉORÈME.

Si une droite tombe sur deux parallèles, les angles alternes

sont égaux entr^eux, Vangle extérieur est égal à Vangle intérieur

opposé et placé du même côté, et les deux angles intérieurs placés

eu même côté sont égaux à deux angles droits.

Que la droite EF tombe sur les parallèles AB, CD :

je dis que les angles aldmé's AGH, GHD seront égaux entr'eux
;

l'angle extérieur EGB sÉKsgal à l'angle intérieur opposé et placé

du même côté GHD,^ -
-T

et les angles intérieurs et placés du même côté BGH, GHD seront

égaux à deux angles droits.

et qu

rnaiî

Car si l'angle AGH n'est pas égal à l'angle GHD,

l'un de ces angles sera plus grand que l'autre.

Que AGH soit le plus grand
;

Puisque l'angle AGH est plus grand que l'angle GHD,

si on leur ajoute un angle commun BGH,

les angles AGH, BGH seront plus grands que les angles B(ÎH, GHD
;

mais les angles AGH, BGH sont égaux à deux droits (I. 13) :

donc les angles BGH, GHD sont moindres que deux droits
;

mais si une droite tombant sur deux droites fait les angles intérieurs

du même côté moindres que deux droits, ces deux droites étant

prolongées à l'infini se rencontreront du côté où les angles sont

moindres que deux droits (Ax. 12) :

donc les droites AB, CD prolongées à l'infini se rencontreront
;

mais elles ne se rencontreront pas puisqu'elles sont parallèles (Hyp.);

donc les angles AGH, GHD ne sont pas inégaux,

c'est à dire l'angle AGH est égal à l'angle GHD.

De plus, puisque l'angle AGH est égal à l'angle alterne GHD,

\»
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les allernet

fie intérieur

'eurs placés

entr'eux
;

)osé et placé

GHD seront

e.

GHD,

BGH, GHD
;

s(I. 13):

t droits
;

les intérieur»

droites étant

i angles sont

entreront
;

lléles(Hyp.);

,ux,

iB.

I

et que l'angle AGH est égal à l'angle opposé au sommet EGB (1. 15),

l'angle EGB est égal à l'angle GHD.

De plus, puisque l'angle EGB est égal à l'angle GHD
si on ajoute l'angle commun BGH,

les angles EGB et BGH sont égaux aux angles BGH, GHD
;

mais les angles EGB et BGH sont égaux à deux angles droits (1. 13)'

donc les angles BGH. GHD sont égaux à deux angles droits.

Donc si une droite tombe sur deux parallèles, etc.

Q. E. D.

me GHD,
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PROPOSITION XXX.

THÉORÈME.

Les droites qui sont parallèles d la même droite sont parallèles

entr^elles.

Que chacune des parallèles AB, CD soit parallèle à la droite EF :

je dis que AB est parallèle à CD.

I PUi

Que la droite GHK coupe les trois lignes aux points G, H, K.

Puisque GK tombe sur les parallèles AB, EF,

l'angle AGH est égal à l'angle GHF (I. 29),

De plus, puisque GK tombe sur les parallèles EF, CD,

l'angle extérieur GHF est égal à l'angle HKD (I. 29).

Or on a démontré que l'angle GHF est égal à l'angle AGH :

donc l'angle AGH est égal à l'angle HKD
;

mais ce sont les angles alternes :

donc AB est parallèle à CD.

Donc les droites qui sont parallèles, etc.

Q. E. D.

con

Pu

Do
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nt parallèles

la droite EF :

G, H, K.

F,

F, CD,
[I. 29).

rie AGH :

PROPOSITION XXXÎ.

PROBLÊME.

Par un point donné mener une droite parallèle à une droite donnée.

Soit A le point donné,, et BC la droite donnée :

il faut par le point A mener une droite parallèle à BC.

E A F

B D €

Prenez sur la droite BC un point quelconque D,

et joignez AD
;

construisez sur la droite AD et au point A un angle EAD égal à

l'angle ADC (I. 23),

et prolongez EA dans la directon EA jusqu'en F.

Je dis que EF est parallèle à BC.

Puisque AD tombant sur les droites EF, BC fait les angles alternes

EAD, ADC égaux entr'eux,

la droite EF est parallèle à la droite BC (î. 27).

Donc par le point donné A la droite EF a été menée parallèle d la

droite donnée BC,

Q. E. P.
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PROPOSITION XXXII.

THÉORÈME.

Un côté d^un triangle quelconque étant prolongé, Vangk exté-
rieur est égal aux deux angles intérieurs et opposés ; et, de plus,
l''s trois angles intérieurs de tout triangle sont égaux à deiix
ongles droits.

Soit le triangle ABC, et que le côté BC soit prolongé au point D :

je dis que l'angle extérieur ACD est égal aux deux angles intérieurs

et opposés CAB, ABC
;

et, de plus, que les trois angles intérieurs ABC, BCA, CAB sont
égaux à deux angles droits.

B CD
Menez par le point C la droite CE parallèle à BA (I. 31).

Puisque CE est parallèle à BA (Conslr.),

et que AC tombe sur elles,

l'angle ACE est égal à l'angle alterne CAB (I. 29).
De plus, puisque BD tombe sur les parallèles CE, BA,

l'angle extérieur ECD est égal à l'angle intérieur et opposé ABC
(I. 29).

Or il a été démontré que l'angle ACE est égal à l'angle CAB :

donc l'angle extérieur total ACD est égal aux deux angles intérieurs
et opposés CAB, ABC.

Donc si on ajoui un angle commun BCA,
les angles ACD et ACB seront égaux aux trois angles ABC,BC A, CAB;
mais les angles ACD, ACB sont égaux à deux angles droits (I. 13) :

donc les trois angles intérieurs ABC, BCA, CAB sont égaux à deux
angles droits (Ax. 1).

•

î

Donc si on prolonge un côté d^un triangle quelconque, etc.

Q. E. D.
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Tous les angles intérieurs d'une figure rectiligne quelconque et

quatre angles droits égalent autant de fois deux angles droits qu'il y

a de côtés dans la figure.

Car le nombre des triangles formés par les lignes menées des angles

A, B, C, D, E, d'une figure rectiligne quelconque ABCDE à uu

point quelconque F dans la figure, est égal au nombre de ses

côtés.

Or, puisque les trois angles intérieurs de tout triangle sont égaux à

deux angles droits (I. 32),

et que le nombre des triangles est égal au nombre des côtés,

tous les angles de ces triangles égalent autant de fois deux angle»

droits que la figure a de côtés.

Mais les angles de ces triangles égalent les angles intérieurs de la

figure et les angles an point F,

et les angles au point F sont égaux à quatre droits (I. 15. Cor.) :

donc les angles de ces triangles égalent tous les angles inté ieurs de

la figure et quaire droits.

Mais on a démontré que les angles de ces triangles égalent autant de

fois deux angles droits que la figure a de côtés :

donc tous les angles intérieurs de lafigure et quatre angles droits

égalent autant de fois deux angles droits qu'il y a de côtés

dans lafigure.

que, etc.
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COROLLAIRK 11.

Tous les angles extérieurs d'une figure rectiligne quelcouque faits

par la prolongation des côtés dans le même sens, sont égaux à quatre

angles droits.

Puisque l'angle extérieur ABD et l'angle adjacent intérieur ABC

égalent deux angles droits (I. 13),

tous les angles iritérieurs et extérieurs égaleront autant de fois deux

angles droits (jue la figure a de côtés
;

mais on a démontré que tous les angles intérieurs et quatre droites

égalent autant de fois deux angles droits que la figure a de côtés :

donc tous les angles intérieurs et tous les angles extérieurs sont égaux

à tous les angles intérieurs et quatre angles droits
;

ôtez tous les angles intérieurs.

Donc tous les angles extérieurs sont égaux d quatre angles drmts

(Ax. 3).

i -^..-.^^..^
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îouque faiti

,ux à quatro

érieur ABC

de fois deux

latre droites

e a de côtés :

s sont égaux

ngles droits

PROPOSITION XXXIII.

THÉOKÊME.

1 ., droites aui joignent des v,êmes côtés les extrémUés des droite,

""' tZ^parallèles sont elles.nê.us égales et parallèles.

Soient AB, CD deux droites égales et parallèles ;

loienez-les des mêmes côtés par les droites AC, HU .

ie dis que les droites AC, BD sont auss. égales et parallèles.

Joignez BC.

P^Uque AB es, parulléle à CD, et quo BC tombe .,r ce, deux pa-

""''"'
le, angle, ABC, BCD «,„. éga.x (l. -iB)

De pl..„ puisque AB e„ égal à CD (Hyp.).

et aue BC est commun aux denv triangles ABC, UÇb,

le^deutc^:, AB,BCdut,la„gle ABC,om égaux aux deux cote,

DC, CB du triangle DCB, chacun à chacun , „„
,

^'ai's l'angle compris ABC est égal à
''-f

-"P- "^^^ '

donc la base AC est égale a la base BD (1.4),

et les autres angl de ces deux triangles sont égaux chacun a chacun,

''

'"c'eTà dirt ceux qui sont opposés -'x angles égaux (I. 4)

.

donc l'angle ACB est égal a l'angle DBt.

pp tnmbant sur les deux droites AC, BD fait le

Mais, puisque BC tomDani sur

;, gles alternes ACB, DBC égaux enfeux,

la droite AC est parallèle à la droite BD ( . 27)

,

et il a été démontré qu'elle lui est égale.

Donc les droites qui joignent des mêmes côtés, etc.

Q. E. D.

6 I
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PROPOSITION XXXIV.

THÉORÈME.

Les côtés et les angles opposés des parallélogrammes sont égaux, et

la diagonale les partage en deux parties égales.

Soit ABDC un parallélogramme et BC sa diagonale :

je dis que les côtés et les angles opposés du parallélogramme ABDC
sont égaux,

et que sa diagonale BC le partage en deux parties égales.

B

Car puisque AB est parallèle à CD, et que BC tombe sur eux,

les angles alternes ABC, BCD sont égaux entr'eux (I. 29).

De plus, puisque AC est parallèle a BD, et que CB tombe sur eux,

les angles ACB, CBD sont égaux entr'eux (I. 29) :

donc les deux triangles ABC, DCB ont deux angles ABC, ACB égaux

aux deux anples BCD, CBD, chacun à chacun
;

ils ont de plus un côté commun BC adjacent à des angles égaux :

donc ils auront les autres côtés de l'un égaux aux autres côtés de

l'autre, chacun à chacun, et le troisième angle de l'un égal au

trulcième angle de l'autre (I. 26),

c'est à dire AB sera égal à CD, AC égal à BD et l'angle BAC à

l'angle CDB.
De plus, puisque l'angle ABC est égal à l'angle BCD,

et que l'angle DBC est égal à l'angle ACB,
l'angle total ABD est égal à l'angle total ACD.

Mais il a été démontré que l'angle BAC est égal à ''angle BDC :

donc les côtés et les angles opposés des parallélogrammes sont égaux

entr'eux.

je dis, de plus, que la diagonale BC partage le parallélogramme en

deux parties égales.

Car puisque AB est égal à CD, et que BC est commun aux deux

trianjïles ABC, DBC,



nmes sont égaux

LIVRE PREMIBB.

., a.„x eô.é, AB, BC son. 6gaux aux deux côtés DC, CB, ehac».

rat°°°:ng.e compri., ABC .t é,a. » Vangle con,p™ DCB:

donc le triangle ABC est égal au tr.anglo DCB (I. 4).

I^. u,M, a (e. angko opToi» de. param^gramme,, etc.

Q. E. D.

imnn aux deux
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PROPOSITION XXXV.

TMÉOUÊ.ME.

Lf» fa rnllclogrominvA qui sont construits sur la même hâte et entre

les luciiies parallèles, sont égaux enlr^eu.t\

Syiont les pariillôl()<,'i:imme.s ABCD, KBCb' construits sur h mémo
baso BC et entre les mêmes pnialUMes AF, BC :

je di.s que le pamllélogiamme ABCD est égal au paiallélogiammiî

EBCF.

1

If pi

A
r-

D r

B

M

Si les côtés AD, EF des parallélo2;rammes ABCD, EBCF, opposés à
la base BC sont terminés an même point D, c'est à ilire si les

deux points D, E se confondent,

il est évident que cliacun des parallélogrammes esi double du tri-

angle DBC (I. 34),

yt par consé([uence qne le paiallélogramrne ABCD est égal au paral-

lélogramme EBCF (Ax. 6).

Mais si les côtés AD, EF opposés à la base BC ne sont pas terminés
au même point,

puisque ABCD est un parallélogramme,

AD est égal à BC (I. 34):
et par la même raison EF est aussi égal à BC :

donc AD est égal à EF
;

donc si on ajoute ou bien si on ôle la droite commune DE,
la droite totale ou la droite restante AE sera égale à la droite totale ou

à la droite restante DF (Ax. 1 et -2)
;

mais AB est égal à DC (I. 34) :

donc les deux côtés AE, AB du triangle ABE sont égaux aux deux
côtés DF, DC du triangle DCF, chacun à chacun;

mais l'angle intérieur EAB est égal à l'ungle extérieur FDC (I. 29) :

donc le triangle ABE est égal au triangle DCF (I. 4).

Retranchez le triangle ABE du trapèze ABCF,

H
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hnte et en tir

sur la mémo

,lléloifiarunio

I
•

'î

et du même trapèze retranchez le trianf,'le DCF :

«lonc, puisque le triangle AHK est égal au tnanple DCF,

le parallélogramme restant EBCF est égal au parallélogramme

restant ABCD.

Doncles pariillélogrammes construHs, etc.

Q. E. D.

F, opposés à

; à iliro si Icr.

îoiibie liu tri-

bal au parai-

pas termiiiéi

il

ne DE,

oite totale ou

X aux deux

^'DC (I. 29)

1.4).
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PROPOSITION XXXVI.

THÉORÈME.

Les parallélogrammes construite sur des bases égales et entre les

mêmes parallèles, sont égaux entr^eux.

Soient les parallélogrammes ABC D, EFGH construits sur des bases

égales BC, FG et entre les mêmes parallèles AH, BG :

je dis que le parallélogramme ABCD est égal au parallélogramme

EFGH.

on H

B c F c;

Joignez EB, CH.

Puisfiue BC est égal à FG (Hyp.)

et que EH est aussi égal à FG (I. 34),

EH est égal à BC
;

mais EH est parallèle à BC (Hyp.),

et BE, CH joignent des mêmes côtés les extrémités des droites

EH, BC :

or les droites qui joignent des mêmes côtés les extrémités des droites

égales et parallèles, sont elles-mêmes égales et parallèles (I. 33):

donc BE est parallèle à CH ;

donc la figure EBCH est un parallélogramme ;

mais les parallélogrammes EBCH, ABCD sont construits sur la

même base BC et entre les mêmes parallèles Aïl, BC :

donc ABCD est égal à EBCH (T. 35).

Par la même raison EFGH est égal à EBCH (I. 35) :

donc le parallélogramme ABCD est égal au parallélogranimme

EFGH (Ax. 1).

Donc les parallélogrammes construits sur des bases (gales, etc

Q. E. D.
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et entre les

ur des bases

, BG:
llélogramme

i des droites

es des droites

dléles(1.33):

siruits sur la

I, BC :

. 35) :

lélosrraiiimme

PROPOSITION XXXVII.

THÉORÈME.

Les triangles construits sur la même base et entre les mêmes paral-

lèles, sont égaux entfeux.

Soient les triangles ABC, DBC construits sur la même base BC et

entre les mêmes parallèles AD, BC :

je dis que le triangle ABC est égal au triangle DBC.

Prolongez de part et d'autre la droite AD vers les points E, F,

et par le point B menez BE parallèle à CA.

et par le point C menez CF parallèle à BD.

Les figures EBCA, DBCF sont des parallélogrammes,

et ils sont égaux entr'eux, car ils sont construits l'un et l'autre sur la

même base BC et entre les mêmes parallèles El-, BC (I. 35)

,

mais le triangle ABC est la moitié du parai lélograncme EBCA,

car la diagonale AB le partage en deux parties égales (I. 34) :

et le triangle DBC est la moitié du parallélogramme DBCF, car la

diagonale DC le partage en deux parties égales
;

mais les moitiés des quantités égales sont égales entr'elles :

donc le triangle ABC est égal au triangle DBC.

Donc les triangles construits sur la même base, ete,

Q. E. D.

s (gales, etc
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PROPOSITION XXXVIII.

THlSoRÊME.

Les triangles construits sur des bases égales et entre les mêmes
parallèles, sont égaux entfeux.

Soient les triangles ABC, DEF construits sur des bases égales BC,

EF et entre les mêmes parallèles BF, AD :

je dis que le triangle ABC est égal au triangle DEF.

H

S^

je

B C E

Prolongez de part et d'autre la droite AD vers les points G, H
;

par le point B menez BG parallèle à CA,

et par le point F menez FH parallèle à EU.

Les figures GBCA, DEFH sont des parallélogrammes,

et ils sont égaux entr'eux, car ils sont construits sur des bases égales

et entre les mêmes parallèles (I. 36).

Or le triangle ABC est la moitié du parallélogramme GBCA,

car la diagonale AB le partage en deux parties égales (I. 34) :

le triangle DEF est aussi la moitié du parallélogramme DEFH,
car la diagonale DF le partage en deux parties égales

;

mais les moitiés des quantités égales sont égales entr'elles ;

donc le triangle ABC est égal au triangle DEF.

Donc les triangles construits sur des bases égales, etc.

Q. E. D.
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re kê mênieit

îs égales BC,

DEF. ^

oints G, H
;

D.

animes,

;s bases égales

neGBCA,
les (I. 34) :

ime DEFH,
égales

;

entr'elles ;

EF.

jlea, etc.

PROPOSITIOxN XXXIX.

THÉORf;ME.

Les triangles qui mnt construits sur la même basé et qui sont placés

du même côté .'e la base, sont compris entre les mêmes parallèles.

Soient les deux triangles ég;iux ABC, DBC construits sur la même
base BC et placés du même côté de BC :

je dis que les triangles ABC, DBC sont compris entre les même.*.

parallèles.

A. D

Joignez AD :

je dis que AD est parallèle à BC.

Car si AD n'est pas parallèle à BC,

menez par le point A une droite AE parallèle à BC (I. 31),

et joignez EC.

Le triangle ABC est égal au triangle EBC,

car ces triangles sont construits sur la même base BC, et compris

entre les mêmes parallèles BC, AE (I. 37).

Mais le triangle ABC est aussi égal au triangle DBC (Hyp) :

donc le triangle DBC est égal au triangle EBC,

c'est à dire que le plus grand est égal au pins petit,

ce (jui est impossible :

donc la droite AE n'est point parallèle à la droite BC.

Nous démontrerons de la même manière que toute autre droite, ex-

cepté AD, ne peut être parallèle p. la droite BC :

donc AD est parallèle à BC.

Donc les triangles égaux qui sont construits, etc.,

Q. E. D,
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PROPOSITION XL.

THÉORÈME.

Les triangles égaux construits sur des bases égales qui forment

une seule droite, et placés du même côté de cette droite, sont com-

pris entre les mêmes parallèles.

Soient les triansles égaux ABC, DEF constrnits sur des bases égales

BC, EF qui forment la seule droite BF, et placés du même côté

de la droite BF :

je dis qu'ils sont compris entre les mêmes parallèles.

Joignez AD :

je dis que AD est parallèle à BF.

Car si AD n'est pas parallèle à BF,

menez par le point A une droite AG parallèle à BF„(I. 31),

et joignez GF.

Le triangle ABC est égal au triangle GEF,

car ces triangles sont^construits sur des bases égales et compris entre

les mêmes parallèles AG, BF (I. 38) ;

mais le triangle ABC est égal au triangle DEF (Hyp.) :

donc le triangle GEF. est égal au triangle DEF,

c'est à dire que le plus petit est égal au plus grand,

ce qui est impossible :

donc AG n'est point parallèle à BF,

Nous démontrerons de la même manière que tonte autre droite, ex-

cepté AD, ne peut être parallèle à BF :

donc AD est parallè à BF.

Donc Les triangles égaux qui sont construits sur des bases égak?

etc.

Q. E. D.
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PBOPOSITION XLI.

THÉORÈME.

Si un parallébgrainiM et un triangle ont la même base et sont

compris erUreles mêtnea parallèles, le parallélogramme est double

du triangle.

Soient le parallélogramme ABCD et le triangle EBC construits sur

la même base BC et entre les mêmes parallèles AE, BC ;

je dis qne le parallélogramme ABCD est double du triangle EBC.

Joignez AC.

Puis(iue les triangles ABC, EBC sont construits sur la même base

BC et entre les mêmes parallèles AE, BC,
le triangle ABC est égal au triangle EBC (I. 37) :

mais le parallélogramme ABCD est double du triangle ABC (I. 31),

car la diagonale AC le partage en deux parties égales :

donc le parallélogramme ABCD est aussi double du triangle EBC
(Ax. 6).

Donc si un parallélogramme et un triangle ont la même base, etc.

Q. E. D.
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PROPOSITION XLII.

PROBLÊME.

instruire un parallélogramme qui soit égal à un triangle donné

ci qui ait un de ses angles égal à un angle donné.

Soit ABC le triangle donné, et D l'angle donné :

il faut construire un parallélogiamme qui soit égal au triangle ABC
et qui ait un de ses angles égal à l'angle donné D.

A F C

JL..

Partagez BC en douv parties égales ai! point E /"T. 10) ;

a-,1 point E et sur la droite EC contruisez l'angle V,\L? égal à l'angle

donné P (1, 23) ;

par le p'iùît C menez la Iroite CG parallèle à EF (I. 31),

et par le point A mî-nez la droite AFG parallèle à BC, coupant EF,

CG aux poir)t, F, G(L 31):

je dis que iiî pai jdèiograrnme FECG ainsi formé est égal au triangle

ABC, et de plus (ju'il a un angle égal à l'angle D.

Joignez AE.

T'uiRtjue It's triangles AEB, AEC sont construits sur des bases égales

BE, EC (Constr.), et entre les mêmes parallèles,

ces triangles sont égaux entr'eux (I. 38) :

donc le triangle ABC est double du triangle AEC;
mais le parallélogramme FECG est aussi double du triangle AEC,
car ils sont construits sur la même base EC et entre les mômes paral-

lèles AG, EC (I. 41) :

donc le parallélogramme FECG est égal au triangle ABC (Ax. 6) ;

et, de plus, ii a un angle CEF égal à l'angle donné D.

Donc le parallélogramme FECG a été construit égal au triangle

ABC et arec un de ses angles CEF égal d l^angle donné D,

Q, E. F.

'M
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PROPOSITION XLIîr.

THEOREME.

71

Diins tout parallélogramme, les compléments des parallélo-

grammes qui sont autour de la diagonale sont égaux entr-cux.

Soit le parallélogramme ABCD dont AC est la diagonale autour do

laquelle soient les parallélogrammes EH, GF :

j!' dis (|ue les parallélogrammes BK, KD qu'on appelle compléments

sont égaux euti'eux.

A H

B G

jal au triangle

Car, puisfiue ABCD est un parallélogramme dont AC est la diago-

nale,

le triangle ABC est égal au triangle ADC (I. 34).

De plus, puisque EH est un parallélogramme dont AK est la dia-

gonale,

le triangle AEK est égal au triangle AHK (I. 34) ;

par la même raison le triangle KGC est égal au triangle KFC:
donc le triangle AEK réuni avec le triangle KGC est égal au tri-

angle AHK réuni avec le triangle KFC (Ax. 2) :

mais le triangle total ABC est égal au triangle total ADC :

donc les restes BK, KD qu'on appelle compléments, sont égaux

entr'eux (Ax. 3).

Donc, dans tout parallélogramme, les compléments, etc.

Q. E. D.
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PROPOSITION XLIV.

PROBLÊME.

Sur une droite donnée construire un parallélogramme qui soit

égal à un triangle donné et qui ait un angle égal d un angle

donné.

Soient donnés la droite AB, le triangle C et l'angle D :

il faut sur AB construire un parallélogramme égal au triangle C et

qui ait un angle égal à l'angle D.

H A

Construisez le parallélogramme BGFE qui soit égal au triang-le C et

qui ait l'angle EBG égal à l'angle D (I. 42), de manière que les

droites AB, BE forment une seule droite AE
;

prolongez FG vers H
;

par A menez la droite AH parallèle à la droite BG ou à la droite

EF (I. 31), et joignez BH.

Puisque la droite HF tombe sur les parallèles AH, EF, les angles

AHF, HFE sont égaux à deux angles droits (I. 29) :

donc les angles BHF, HFE sont moindres que deux angles droits
;

mais les droites qui sont prolongées à l'infini, du côté où les angles

intérieurs sont moindres que deux angles droits, se rencontrent

(Ax. 12) :

donc HB, FE étant prolongés se rencontreront
;

que ces deux droites soient prolongées (D. 2),

et supposons qu'elles se rencontrent en K
;

par le point K menez la droite KL parallèle à EA ou à FH (I. 31)

et prolongez GB, HA aux points M, L où ils coupent la droite KL

je dis que le parallélogramme AM ainsi formé est égal au triangle

donné C, et de pfus qu'il a un angle égal à l'angle donné D.

Puisque HFKL est un parallélogramme dont HK est la diagonale, et

que AG, EM sont des parallélogrammes autour de la diagonale,
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•amme qui soit

<;aL à un angle

angle D :
|

lu triangle C ot I

le complément AM est égal au complément EG (I. 43) ;

mais le triangle C est aussi égal à la figure EG (Constr) :

donc le parallélogramme AM est égal au triangle C.
De plus, puisque l'angle ABM est égal à l'angle opposé GBE (i. 15),

et que l'angle D est aussi égal à l'angle GBE (Constr.),

l'angle ABM est égal à l'angle D (Ax. 1).

Donc sur la droite AB un parallélogramme AM a été construit
égal au triangle, donné C et ayant un angle ABM égal à
l'angle donné D.

Q. E. F.

au triang-le C et

manière que les

} ou à la droite

, EF, les angles

29):

x angles droits;

3té où les angles

8, se rencontrent

eront
;

D. 2),

iK;
ou à FH (T. 31)

nt la droite KL
; égal au triangle

igle donné D.

t la diagonale, et

- de la diagonale.
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PROPOSITION XLV.

PHOBF.ÊMK.

Construire un pai'dllclotrriiinmc qui soit égal d une Jigure rerfi-

ligne donnée et qui dit un angle égal à un angle donné.

Soit AHCD la figure rectiligiie donnée t-t E Panifie donné :

il faut construire un paralléloj^rrimrae qui soit égal ù lu figure ABCD
et qui ait un n > égal ù l'angle E.

K H M

Joignez DH.

Conslruisez le parallélogramme Fil égal au triangle ABD et laites

un de ses angles FKH égal à l'angle E (I. 4-J)
;

alor^i sur laclroito OH construisi'z le parallélogramme GM éiial au

triangle DBC taillant l'angle GIIAI égal à l'angle E (I. 44).

Puisque l'angle E est égal à chacun des angles IIKF, GHM,
l'angle (ilIM sera éiral à l'angle HKF :

dcïic si nous leur ajoutons l'angle commun GHK,

les angles GHM et GHK seront égaux aux angles HKF, aHG
;

mais les angles HKF, KHG sont égaux à deux angles droits (I. 29) :

donc les angles GHM, GHK sont aussi égaux à deux angles droits

Mais, puisque les deuv droites HK, HM, placées de différents côté^,

font sur la droite GH ot au point H de cette i' ite deux angles ae

suite égaux à deux angles droits,

les droites HK, HM forment une seule Jioite KM (I. 14).

De plus, pu jue Gil tombe r les pai illèles FG, KM,

les angles alternes FGH.. GHM seront égaux entr'eux (I. 29):

donc, si non-. Inir ajoutons l'angle commun HGL,

les angles FGH, HGL seront égaux aux anges GHM, HGL
;

mais les angles GHM, HGL sont égaux à deux angles ùioits (I. 29) :

donc les angles FGH, LGH sont huns. égaux à deux anglcv» iiiûiî> ;

donc les droites FG, GL f ment "ne seui droite (I. 1 1).
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! donné.

I donné :

figure ABCD

I

i«i
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Et puisque KF est égal et puialléle àCîlF cCoustr.),

et que ML est aussi égal et paiallèlo à (îU,

KFsera égal et parallèle à ML (Ax. 1 et L 30).

Mais cesdioiles sont jointes pai ^ dn Iles KM, FL:
donc la Jigur<3 KM, FL sont égan paralleli-s (I. 33);

donc la iiguie KFLM est un p i.allélogiamnie
;

mais, comme la figure Fil est égale au triangle ARD,
et que la fi-riuc (JM est égale an triangle DBC,

le parallélogramme . nlier KFLM est égal à la fiinne entière ABCD
;

mais l'angle FKM a été construit égal à l'anglo doimé E.

Donc fr parallcloirrnmmv KFLM a été construit égal à la figure
nrfitiirne donme AliCD ayant de plus un angle FKM égal à
l'angle donné E.

Q. E. F.

\BD et iaitod

GM égal au

l (L 44).

iF, GHM,

FÎK,

KF, iv liG
;

droits (I. 29):

angles droits

fTéreuts côté.^,

eux anales (io

(L 14).

COROLLAIRE.

Par le moyen des propositions 44, 45 il sera facile de construire
sur une droite donnée un parallélogramme égal à une ligure recti-

ligne donnée et avec un de ses angles égal î\ un aii'ile donné.

G, KM,
ix (1. 29) :

IGL,

IM, HGL
;

.Woits (L 29>

(1. 1 1).

Il
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PROPOSITION XLVI.

PROBLÊMK,

Décrire un quarrc sur une droite donnée.

Soit AB la droite donnéo :

C

A B

il faut décrire un quarré sur AB.

Du point A menez la droite AC perpendiculaire à AB (I. 11) ;

faites AD égal à AB (I. 3) ;

par le point D menez DE parallèle à AB (I. 31),

et par le point B menez BE parallèle à AD :

je dis que la figure ABED est un quarré décrit sur AB.

Puisque DE est parallèle à AB, et BE à AD,
la figure ABED «'st un parallélogramme (Déf. A):

donc la droite DE est égale à AB (I. 34),

ei la droite BE est égale à AD
;

mais AD est égal à AB (Constr.) :

donc les quatre droites AB, BE, ED, DA sont égales entr'elles
;

donc le parallélogramme ABED est équilatéraU

De plus, puisque AC tombe sur les parallèles DE, AB,

les angles DAB, ADE sont égaux à deux angles droits (I. 29) ;

mais l'angle DAB est droit par construction :

donc l'angle ADE est aussi droit.

Mais les angles opposés des parallélogrammes sont égaux (I. 34) :

donc chacun des angles opposés ABE, BED est droit
;

donc le parallélogramme ABED a tous ses angles droits
;

mais nous avons démontré qu'il était équilatéral.

Donc la Jigure ABED est un quarré (Déf. 3), et il a été construit

sur la droite donnée AB.

Q. E. F.
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TROPOSITION XLVII.

THÉORÈME.

Dans les triangles rectangles, le quarrc construit sur le côté

opposé à Canule droit est égal aux quarrés construits sur les côtés

qui comprennent l^angle droit.

Soit ABC un triangle rectangle dont l'angle droit est BAC :

je dis que que le quané construit sur le coté BC est égal aux quarrés

construits sur les côtés BA, AC.

car

car

mai

nous

D L r

Construisez le quarré BDEC sur le côté BC (I. 46) ;

construisez aussi les deux quarrés GB, HC sur les côtés BA, AC
(I. 46) ;

par A menez la droite ÀL parallèle à BD ou à CE
;

joignez FC, AD.

Puisque chacun des angles BAC, BAG est droit (Hyp. et Dél. 30),
et que les deux droites AC, AG placées de part et d'autre do la droite

BA, font au point A deux angles de suite égaux à deux angles
droits,

AC, AG font une seule droite GC (I. 14).

Par la même raison AB, AH forment une seule droite BH.

Puisque l'angle DBC est égal à l'angle FBA,
car chacun d'eux est un angle droit (Ax. 11),

si on leur ajoute un angle commun ABC,
J'angle entier ABD est égal à l'angle entier FBC (Ax. 2).

Et puisque AB est égal à FB, et BD à BC,
les deux cotés AB, BD sont égaux aux deux côtés FB, BC, chacun

a chacun
j

et

donc

Don



uit sur le côté

'.ils sur les côtés

i est BAC :

'

l'dl aux quarrés

:l.46);

I côtéiï BA, AC

à CE;

«

LIVRE PREMIER. jg

mais l'angle ABD compris est éî?al à l'anglR compris FRC :

donc le triangle ABD est égal au triangle FBC (I. 4).

Or lo parallélogramme BL est double du triangle ABD,
car ils sont construits sur la même base BD et entre les mêmes Da-

ralléles AL, BD ([. 41).
^

Le quarré BG est aussi double du triangle FBC,
car ils ont la même base FB et sont compris entre les mêmes paral-

lèles GC, FB (I. 41);
^

mais les quantités qui pont doubles de ([Uantités égales sont égales
entr'elles :

donc le parallélogramme BL est égal au quarré BG.

Ayant conduit les droites AE, BK,
nous démontrerons do la même manière que le parallélogramme CL

est égal au quarré HC :

donc le (luarré total BDEC est égal aux deux quarrés BG, HC :

mais le (|uarré BDEC est construit sur le côté BC,'
et les quarrés BG, HC sent construits sur les deux côtés AB, AC :

donc le quarré construit sur BC est égal aux quarrés construits sur
les côtés AB, AC.

Donc dans les triangles rectangles, le quarré construit sur le côté
opposé, etc.

Q. E. D.

yp. et Dél. 30),

utre de la droite

c à deux angles

droite BH.

BA,

11),

C,

C (Ax. 2).

te,

'B, BC, chacun
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'IpRoii^smîS^^^

Si te quatre qui ê9i ConÊtîtfi sur un des côtés d^un triangle
est égal aux quafr^ construits sur les autres côtés du triangle,
l'angle compris entre ces deux derniers côtés est un angle droit.

Que le quarré construit sur un côté BC d'un triangle ABC soit égal
aux quarrés construits sur les deux autres côtés BA, AC :

je dis que l'angle BAC est un angle droit.

B e
Conduisez du point A une droite AD perpendiculaire à AC (I. 11) ;

faites la droite AD égale à AB (I. 3),

et joignez DC.

Car, puisque AD est égal à AB,
le quarré construit sur AD sera égal au quarré construit sur AB.

Donc si nous ajoutons un quarré commun, celui qui est construit sur
AC,

les quarrés construits sur AD, AC seront égaux aux quarrés construits

sur AB, AC.
Or les quarrés construits sur AD, AC sont égaux au quarré construit

sur DC (I. 47),

car l'angie DAC est un angle droit (Constr.),

et les quarrés construits sur AB, AC sont égaux au quarré construit

sur BC (Hyp.) :

donc le quarré construit sur DC est égal au quarré construit sur BC
;

donc la droite DC est égale à la droite BC.
Et puisque les côtés BA, AC sont égaux aux côtés DA, AC, chacun

à chacun,

et (|ue la base BC est égale à la base DC,
l'angle BAC sera égal à l'angle DAC (I. 8) ;

mais l'angle UAC est un angle droit (Const.) :

donc l'angle BAC est un angle droit ((Ax. 11).

Donc si le quarré construit sur un des côtés d^un triangle, etc.

Q. E. D.

FIN DU PREMIER MVRK.
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