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Mémoire lu par l'auteur, C. BalUalrgé, devant la Société Royale du Canada, durant

sa séance de mai 1888.

Ea L333 jo lisais devant cette section de la Société, un mémoire ayant pour en-tôta " Sug-

gestions aux GéomHres h l'eudroit d'une no ivelle éc'''.ion d'Eucli'le," et je viens de nouveau insister

auprès des géomètres anglais (puisque c'est i urtout en Angleterre que l'on persiste dans l'enseigne-

ment des Eléments sous leur forme primitive d'il y a 2000 ans) sur la nécessité, l'apvopos au moins,

l'avantage pour l'éducation primaire, où l'économie de temps est essentielle en ces jours de tant de

nouvelles sciences, d'une refoute des Eléments d'Euolido ; syuonime aujourd'hui d'Eléments de

de Géométrie.

Il faut enfla s'émanciper de cette étreinte à la quelle les anciens géomètres ont voulu se

soumettre et avec eux leurs successeurs et commentateurs, en n'osant point se soustraire à la néces-

sité, purement imaginaire, de prouver comme théorèmes, par des démoiist itions fort logiques, si vous

voulez, mais longues et ennuyeuses, une foule de propositions des plus élémentaires, et qui se

conçoivent réellement mieux sur leur simple énonciation, ou comme axiomes, ou encore comme
corrollaires de définitions qu'il est facile de modifier au besoin à cet eflet, tout en restant absolument

dani le vrai.

Les autres sciences ont fait d'immenses progrès et toujours dans le sens de la simplification

des démonstrations et des procédés. Pourquoi la géométrie dans ses propositions élémentaires et à

l'étude des quelles il faut dévouer aujourd'hui beaucoup trop de temps dans l'instruction publique,

resterait-elle en arrière du siècle oti nous vivons.

Que de dénnitions ne doune-t-on point de la ligne droite : Euclide la définit celle qui existe

ou, repose uniment ou également {ex equ-o ou eqaaUter suivant Gregory et Commandiue,

euenly suivant Playfair ou eqiudly) entre ses points extrêmes. Mais, cette définition est fautive en

ce que le mot uniment, également a lui môme besoin d'être défiai pour que l'on sache de quelle

manière il faut l'entendre.

Simpson, grand admirateur de l'autaur grec, le traduit littéralement et lui fait dire :

" A straight Une ia that which lies evenly between its extrême points." Un autre auteur, c'est

Elrington, je crois, qui, après le mot ei'enly de Siiiuon, introduit, pour expliquer ce mot, la paren-

thèse (c. à d. dans la mime direiion). Plusieurs auteurs définissent la ligne droite celle dont

tous les points sont dans la même direction.

Playfair la définit " // there be two Unes which cannot coincide in two points without

ooinciding altogether, each of them is called a straight Une, et il lire cette définition de Boscovich,

philosophe italien, q li dit " Rdciam lineam rectae ougiuere totain toti lu iufiaitum produotum si

" bina puncta unius binis alterius congruant, pat^t ex ipsa adinodum clara rectitudinis idea quam
" habemus."

Nous avons encore : " Une ligne droite est celle qui ne peut rencontrer une autre ligne

droite en plus d'un seul point," puis : Une ligne droite est telle que deux de ses points étant

déterminés, la, position de la ligne entière l'est également ; puis aussi : Une ligne droite est la

ligne la plus courte que l'on puisse mener d'un pointa un autre, et une foule d'autres ; mais pas

une de ces définitions ne rend la chose définie plus claire. Il faut mâme uu raisonnement mental

pour se rendre compte de la véiité de l'énoncé de Playfair, qui pour définir ce.que c'est tju'une ligne

droite, introduit une seconde ligne, ce qui complique encore et rend moins immédiate la perception

qu'on se fait de la ligne droite comme d'une seule et mêjie ligue dont tous les points sont dans la

même direction et dont un fil tendu donne la meilleure idée.

Après avoir défini ce qu'est un angle rectiligae : l'ouverture ou l'écartement de deux lignes

droites qui se rencontrent en un point ; l'inclinaison l'r,ne sur l'autre ou l'une à l'autre de deux

lignes droites qui se rencontrent ; le mot inclinaison n'indique-til point de suite que l'on doit

entendre par angles égaux ceux dont les côtés respectifs sont également inclinés.

Après avoir dit ce que c'est qu'un angle droit, nm perpendioula,ire, une oblique, un angle

aigu, obtus, etc., ne voit on pi» que si d-ins chacun de deux angles droits une ligne droite menée

au s'ommeide l'angle et du même côté et qui divise l'angle en deux parties, fait avec l'une des

deux perpendiculaires qui constitue l'angle droit, des angles égaux, cette même ligne fera aussi

avec l'autre perpendiculaire dans chacun, des angles égaux, o'est-à-dire que si l'un de deux

angles aigus composants d'un angle droit est égal à l'un des angles aigus composants d'un

autre angle droit, les deux autres angles aigus seront égaux.

Ne voit on pas aussi que ces définitions là mêmes ont évidemment pour conséquences ou

corollaires, et sans en faire comme Eaclide des propositions démontrables, (les théorèmes XI H,

XIV et XV de son premier livre) que les angles que fait une ligne droite avec UTie autre ligne et

du même côté, sont ou deux angles droits, ou valent ensemble deux angles droits ; (jne la somme

de tous les angles autour d'un point et du même côté d'une ligne, valent ensemble deux angles

droits ; que les angles opposés au sommet sont égaux ; que les angles que forment deux lignes

droites qui s'intersectcnt.v dent ensemble quatreangles droits ; que tous les angles que l'on peut

former autour d'un point, ne valent ensemble que quatre angles drnts ; et que si deux lignes

droites rencontrant de côtés opposés une troisiÀme ligne, font avac cdte dernière deux angles

valant ensemhU deux angle^s droits, cm deux lignes sont dans une seule et nUme ligne droite.

Pour ce qui est des lignes parallèles, le Dr Playfair nous dit que " leur étude, leur disons-

Bien est une des plus difficiles dans les éléments de la géométrie ;
" mais pourquoi^ cela ? unique-

ment parce que Ion persiste dans une preuve qui n'a atieiiiicîuent sa raisrr. d'être; on vevtt

prouver démontrer ce qui par la définition même de la chose est plus saisissable, plus évidente

que ne peut la rendre aucune autre explication possible ; l'on se plait comme Uon Quichote à ériger

des obstacles pour aller ensuite k leur rencontre. En elf a n'est-ce pas admettre ce que je d's

ici lorsque Playfair après avoir démontré, comme le fait Euclide par un théorème yii règle, que la

/



somme de deux qnelc()ii(]iips de» côtés d'un triangle est plus grande cnic le tloi^i^nlP cM6, vient

ensuite avec un seoiie où il admet que la chose est ëvi lente parce ([ue la lif^ue droite est lu plus

court chemin d'un point à un autre ; et en (|Uoi donc Cifiiiaut [jêchait-il en coHcluant h ce que la

ligne meuëe d'un point à un autre dans une circonférence de cercle est évideumient tome entière

dans le cercle (l'rop. II du troisi^.me livre) puis(iiie l'analogie des deux énoncés est iruppante, tous

les points du plus long trajet par l'arc de cercle étant nécessairement en dehors de la corde qui en
réunit les extrémités.

Clairaut n'a-t-il point raison de dire, qu'après avoir di'fini par exemple ce que c'est qu'un
cercle, une corde, il fallait qu'Euclide de son temps eut alliiire aux soplii^es les plus obstinés pour
trouver nécessaire de démontrer cette proposition. D'ailleurs le diamètre d'un cercle n'e.'-t qu'une
corde passant par le centre, et ce diamètre n'est autre chose que deux rayons du cercle bout à
bout, et puiscjue la circonférence du cercle, c'est-à-dire le cercle esi partout à l'i xiréniité du niyon
servant à le décrire, comment donc ce rayon, en diamètre, cette corde ne serait-elle point entière-

ment dans le cercle.

Et bien c'est là ce qui rend difficile l'étude des lignes parallèles, essayer de les concevoir
autres qu'on ne les définit : lignes qui situées datw un viéme pkin novt puttuvl à lu mime
distance, également daignées l'une de l'autre; lignes qui prvlongàs à l'infini ne peuvent
jamais se rencontrer, et c'est cette première peut-êtie qui des deux est la meilleure définition, car
elle entraine nécessairement la conséquence ou condition exprimée dans la seconde, puisque de lait,

si les deux lignes sont dans un même plan et à une distance quelconque l'une de l'autre, mais à
une distance partout uniforme ou égale, elles ne peuvent se rencontrer.

Mais qui dit lignes parallèles dit aussi lignes qui sont ou qui vont ou se dirigent dans la

même direction, c'est-à-dire dans la même direcdon par rapport à une troisième ligne cjui dans le

même plan se dirigerait dans un autre sens quelconque et si cette troisième intersecte ces deux
lignes dites parallèles, elle sera également inclinée par rapport à chacune d'elles et formera avec
chacune d'elles des angles égaux, puisijue d'après la définition d'un angle rectiligne, les angles égaux
sont ceux, ne peuvent être définis autres que ceux dont les côtés sont également inclinés l'un à
l'autre. La définition que semble préférer d'Alembert est que deux ligne» dioitcs sont parallèles
là) squ'il y a deux points dans l'une d'elles d'où les perpendiculaires menées à l'autre, sont
égales.

Playfair dans ses notes dit que le Duc de Candalle dans sa traduction des Eléments d'Eu-
clide en 1566 est le seul qui ait fait attention à une inexactitude de la part d'Euclide en n'ajoutant
point data les énoncés de ses l'rop. XXVll, XXVIII la condition que les lignes soient dans le

même plan. C'est vrai, mais comme il ne s'agit dans tout le premier livre que de géométrie plane
c'est-à-dire dans un même plan et non de géométrie solide ou dans l'csjiace, si la nécessité dont
parle Playfair existe dans ces deux cas, elle existe également dans la jiroposition VII où il serait

alors essentiel de faire remartjuer que les deux sommets ou points C, D, sont dans un même plan et de
même de plusieurs autres propositions où la construotion donnant une figure de j>lus de trois côtés,

la seule qui puisse se trouver nécessairement dans un seul et même plan, rendrait nécessaire de
répéter la condition.

D'ailleurs sous ce rapport de figures dont toutes les parties, comme dans tout le premier
livre des Eléments, doivent être situées dans un même plan, il y a aussi à remarquer ce a quoi
Euclide ni aucun de ses commentateurs, PlayfiJr comme les autres, ne jiarait avoir pensé : c'est que
les définitions mêmes des quadrilatères (25 ù 28) exigent celte condition puisque ce n'est qu'a cette

coaditioii évidemment que le carré, lerhombeetc, peuvent exister tels que définis, cardans «haciine
de ces figures une moitié peut tourner autour de la diagonale réunissant deux angles opposés
pour se trouver, chaque moitié de la figure dans un plan différent.

Il est vrai que dans le cas du carré, du rectangle, il faut pour que les conditions données
existent que ces figures soient des figures planes, ou que toutes leurs parties, leurs lignes limitatives
soient dans un même plan ; mais comme on n'est point cen.«é le savoir, il faut le dire, ou au moins
commencer la définition en disant que le carré, le rectangle est une figtire plane

Pour le rhombe, le rhomboïde au contraire, quoique les données de la définition jieuvent
exister encore lorsque les deux moitiés de la figure autour de l'une de ses diagonales ne sont ) as dans
le même plan, cependant elles n'existent point toujours ; car si l'une des moitiés dont l'ungle comjiris
par les côtés est aigu, tourne autour de la moindre diagonale ou de celle qui réunit les deux angles
obtus, les angles obtus se fermant, en par les moitiés se repliant ainsi pour finir par rei oser l'iine

sur l'autre, passeront par toutes les valeurs possibles entre zéro et l'angle obtus de la figure plane
et seront en un moment donné droits, ce qui est contraire à la définition qui dit que le rhombe est
une figure dont tous les côtés sont égaux mais dont les angles ne sont pas droits. Donc etc.

Varignon, Bezont et plusieurs autres adoptent la définition que les lignes parallèles sont

celles qui font des angles égaux avec une troisième ligne qui les rencontre ; et c'est à cette dei nii re

que nous inchnons en ce que à l'aide de cette définition l'on peut prouver leur égalité de distance

et tous les énoncés qui vont suivre :

N'est-il donc pas évident sans les théorèmes XXVII, XXVIII et ZXIX d'Euclide que
si deux lignes sont parallèles et intersectées par une troisième ligne, les angles correepondants
qu'Euclide nomme l'angle extérieur et l'angle intérieur et opposé du même côté, sont égaux ; que
les angles alternes sont égaux, que les angles opfjosés ctit sommet sont égaux ; que les angles
iriterieurs du même côte sont égaux ensemble à deux angles droits, puisque celui qui avec son
adjacent forme deux ai "les droits formera égalfment deux ftiijjles droits avec tout aiitre angle éuai
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à l'iinf»!" ndj.v^ont
;
que le» anrfleit alternes externes sont égaux ; et que réciproquement si une

li./ae ilroitetotnhdut sur deux autres lignes droites fait avec elles les angles corresjwndanta

ég tnx, on le-i iitijleH altérai^-* égaux, ou, les angles alternes externes égaux, ou les angles inti leurê

du même côté égaux ensemble à deux angles droits, ces deux lignes sent parallèles.

Il est évident de même que deux ligne» droitea perpendiculaires à une troisième

ligne, suit parallèles entre elles ; que si deux lignes- droites forment avec une troisième

ligne les angles intérieurs égaux cnseudde à moins que deux angles droits, ces deux

lignes se rencontreront du côté ou se trouvent lei angles dont la somme est moindre que

deux angles droits ; que si l'un des angles est un angle droit, l'autre sera aussi un angle

droit, c'est à-dire que toute ligne perpendiculaire à l'une de deux parallèles est perpen-

diculair'' à l'autre ; enfin que puisque tous les angles aigus sont égaux et tous les

angles obtus aussi égaux, l'un des angles aigus ajouté à l'un des angles obtus formera
toujours deux angles droits.

Avant de laisser le sujet tles lis»no3 parallèles, remivqiion? qu'on ne voit guère la nécessité

de démontrer (juo deux li^^nealxmiUèlL's à une troisième ligue sont j)arallèles entre elles, car, que
l'on considère ces ligues jiar.illèlea sous le rapport de leur ùgalité do distance, ou L^g.ilité d'inclinaison

par rapport à une troisième ligne, ces égalités mêiuos font qtie les axiomes ayani trait à l'addi-

tion, à la soustraction de quantités égales rendent évidente la vérité de l'énonué ; et l't.n ne voit pas

davantage la nécessité du théorème, entre autres.du Gème livre d'Euclidoà l'etfetque de;ix triangles

semblables à un troisième triang e sont S'jmblables entre eux, puisque c'est l'égalité respective de

leurs angles qui fuit leur similarité et qu'il sulfit d'un axicme pour l'établir.

Passons maintenant à la considération du triangle et disons avec Playfair et autres que rien

n'empêche, pour la preuve, la superposition do deux triangles l'un à l'autre ou de deux anui s

figures planes iiuelconques, Euclide l'a fait lui-même dans ses IVème et VlIIème du premier livre

mais s'est gardé, dit-on, de le faire, autant ^lue |)i)ssible, coiniue n'étant point un moyeu rigouieusement
mathématique, comme donnant, suivant quelques auteurs, l'idée du mouvement, et lessemblant en
cela à un procédé mécanique.

Mais si ce procédé vicie le raisonnement, tout le système d'Euclide s'en trouve entaché, et la

rigueur mathématique ne se trouve donc nulle part en son ouvrage, puisque, remanjuous le, c'est dès
le 1er théorème même de son premier livre, c'est-à-dire des éléments, dos principes de son système
qu'il est forcé de recourir à cette manière de faire sa preuve.

Non, c'est une idée fausse que celle qui fait regarder comme un procédé mécanique celui
de la superposition des figures pour montrer leur coïncidence entière ou partielle.

Un procédé méi inique est un procédé manue' ; or qu'est-c! qu'il y a de manuel en cela, rien du
tout; c'est un prooédé (lurement mental, (jurement imagiuiire, un procédé de l'espricdont seulement
1 s yeux prennent' connaissance. Uue figure g.iométrique de la nature de celles sur lesquelles on
riiduue dans les éléments, n'a point de substance, il ne peut doue y avoir de considération méca-
nique danf lette superposition purement idéale de deux figures planes.

Euclide au contraire se fut ménagé bien des démonstrations ennuyeuses et absoluiiient
inutiles, eut-il continué an besoin cette superposition parfaitement légitime, parfaitement mathéma-
tique et dont on subit pour ainsi dire la nécessité lorsque, par exemple, après avoir prouvé que les

parallélogrammes et triangles sur même base et entre mêmes parallèles, sont égaux, il nous faut
pour nous soustraire au besoin de superposer ces figures, recommencer la preuve sous forme de
deux théorèmes séparés et additionnels, pour démontrer que les parallélogrammes et triangles sur
bases égales et entre mêmes parallèles sont égaux. (Voir les Prop. XXXV à XXXVIII.)

C'est ici le lieu de faire deux remarques pertinentes à l'endroit de la simplification à laquelle
chacun aspire dans la manière de poser un énoncé, puis de l'élucider.

Aujourd'hui, pour rendre abstraite une énonciation géométrique qui n'est pas censée se

rapporter à une figure part culière de l'espèce de celles dont on traite, on a soin d'écrire l'énoncé

sans les lettres dj renvoi à la figure dans le texte, et la conséquence en est qu'après avoir wt tel

énoncé à l'abstrait, il faut pour le rendre concret, répéter absolument la même chose en y interca-

lant les lettres qui renvoyent à la figure sur laquelle ou à l'aide de laquelle doit se f lire l'argumen-
tation, liL démonstration di la vérité de ce que conclut l'énoncé. Pîh bien! tout ceci peut s'éviter

en écrivant l'éiioneé avec les lettres voulues, mais placées par exemple, entre parenthèses pour
qu'on puisse tout d'abord au besoin lire l'énoncé en son abstrait, c'est-à-dire, sans les lettres, puis
îi relire au concret avec les lettres.

Playfair dans ses notes, dit avoir introduit au ôème livre quelques changements ne se

rapportant point à l'essence des démonstrations, miis seulement de laugige, d'expression, de signes
pour rendre plus succinte la preuve, en permettiint d'eu rapprocher les divers éléments. Il élimine
les lignes ou figures de Simpson et autres pour s'en tenir à une expression plus abstraite, plus
courte, qui met plus rapidement en regard les diverses mailles, les ch.iînons, pour ainsi dire

;
qui

laisse moins de distance entre les pas successifs de l'argumentation pour en rendre l'intelligence

plus immédiate, plus facile.

Eh bien ! c'est encore quoique chose dans le même sens qu'il faut pour les autres livres ;

une suppression, diminution du nombre de lettres à dire, à prononcer. Enfin l'on ne peut évidem-
ment réduire tout à fuit i> un langage algébrique, où tin signe ex(jriuu! toute une phrase, le langage

géuiuétrique éiémeutairu ; iuMs on peut le rendre plus concis uu iudiquml un angle, par exemple,



par un seul signe, une senln icttie an liou de trois ; un triangle mfnie dniiH l>i< n des cns par un

.seule il! tre, un paiallélo^'ianiiiit', un qniiilrilatt'-iH pnrdenx luttreH ; uiiiKi ^lllI^ll' a, l'iinglr, b, l'nii^le

c, pur mie lottrt! ù son intérieur au lieu de dire l'angle A B (J, l'angle Jl C 1), l'anglu C D Ee,

ou le iiainillélograniiuo A B U D, le ijuadrilatére li U U K et ainsi do «uite.

CV' qui rend prolixe aussi la sdrie des propositions d'Kuclido, c'est le fait do ne jamais

supposiM' une chose faite sans avoir tout d'abord démontré la possibilité de ce faire et euseijjné dans

ses nombreux problèmes lu moyen de faire la chose. Mais ici iinssi l'on ne peut admettre que ce

soit là une raison sutHsante pour ne pas refondre au moins le premier livre d">iuclide qui, enseignant

coiiime il le l'ait, (|ue les trois angles du triangle valent deux angles ilroits, ce (jui permet de trouver

le troisième angle quand on a les deux autres ; démontrant le carré de rhyjioténuse si utile dans

la réuoliitiiin d'une foule de problèmes ; indiquant la manière de décrire, do tracer, non-seulement,

une perpendiculaire, une parallèle, un angle quel qu'il soit, mais la constiuction d'une figure

rectiligiie quelconque, voire même du cercle, ; (>s rayons et diamètres, etc.; comtitue pour l'Education,

rinstriicliou publique et primaire un des enseignements les ;/lus précieux pour la grande classe

ouvrière, indusuielle du genre humain : ing^'nieurs, architectes, constructeurs, manufacturiers à

tous les degrés et de tous les pays.

La seule utilité, comme le fait remarquer Playfair, de cette règle d'Kuolide do ne jamais

Bupposer une chose faite avant d'avoir démontré la possibilité et la manière de le faire, e^t atiu de

sd garder contre les hypothèses impossibles; mais nul ne s'avisera do nier ou do mettre même
eu doute la possibilité de l'existeiioe d'une ligue par.iUèle à une autre, d'un angle ég.il à un autre,

d'une bUseutrice d'un angle quelconcjue, etc., etc.

Non, cette nécessité de faire la construction môme de la figure au lieu de la supposer faite
;

cette nécessité, pour la démonstration d'un théorème, n'existe point ; le Dr Playfair lui-môme

l'admet, et c'est en ne pas insistant ou plutôt en se soustrayant à cette obligation que l'on peut

simplifier, rendre plus concises, plus faciles les démonstrations de plusieurs propositions, comme

par exemple de la 5èiue du môme livre qui enseigne que les angles à la bane du. triangle isocèle

sont éijiiwx et que les angles formés de l'autre côté de la base par les côtés prolongés sont avssi

égaux,

Vax effet, supposons que l'angle au sommet d'un triangle isocèle quelconque soit bissectë

(comme on voit que la chose est évidemment possible, sans avoir encore démoatré la manière de ce

faire) par une ligue droite (jui rencontre la base, et |u'une moitié du triangle tourne autour de la

bissectrice [jour aller se reposer sur l'autre ; de suite on verra la coïncidence parfaite des deux

angles à la base du triangle c'est-à-diie leur égalité, et eu même temps celle des angles du côté

opposé à la base.

De cette coïncidence découlent plusieurs propositions, savoir entre autres : que la bisectrict

menée du. sommet d'un triangle isocèle bissectë la base et est perpendiculoire à la base, car les

angles formés par la base de chaque côté de la bissectrice, tombant l'un sur l'autre sont égaux et

la base étant une ligne droite, la somme de ces angles sera égale à ileux angles droits, donc, etc.
;

réc'\[>TO(\Wi\iwnt t\n'une ligne menée du sommet au point milieu de la base bissede l'angle au

sommet ; enfin qu'une perpendiculaire menée du point milieu de la base passera par le sommet

du triangle et de là, de suite, l'indication ilu procédé à suivre pour ériger une perpeudieulaire à

une ligne en un point donné de cette ligne.

D'ailleurs, pour ce qui est de cette proposit' a telle que démontrée par Euclide et ses com-

mentateurs et supposons même la première iiariie de la proposition démontrée à sa manière,

pourquoi ce long procédé pour faire preuve de la seconde; puisque de chaïue côté de la fig ire la

base forme doux angles qui pris ensemble valent deux angles droits et que les angles à la base

venant d'être prouvés égaux, il suffit de l'axiome ayant trait aux quantités égales pour indi.juer da

suite l'égalité des deux angles extérieurs à ceux de la base ou y adjacents.

A l'endroit de la Prop. XXI. Simson blâme Clairaut d'avoir conclu à l'évidence de

l'énoncé que si des extrémités de la base d'un triangle l'on même deux lignes à un point donné

à l'intérieur du triangle, la somme de ces deux lignes ou côtés du second triangle ainsi formé

eM moindre que lu somme des côtés du triangle donné, mais l'angle indu plus grand. Playfair

trouve qu'une proposition démontrée par Pappus, et à peu près de la même manière que eo deinier

par Proclus, justifie Euclidede la nécessité de faire voir la vérité de l'énoncé ci-haut. Mais la pro-

pcaitijn de Pappus tout en justifiant jusqu'à un certain point la démonstration d'Euclide, est en

réalité une toute autre proposition
; car l'énoncé d'Euclide contient la condition que les deux lignes

soient menées des extrémités de la base et non pas comme dans l'énoncé de Pappus, de deux autres

points quelconques de la base, ou de l'une des extrémités de la base et d'un autre point quelconqu»

de cette base.

Il y a d'autres propositions qui peuvent s'élimir;er en se réduisant à de simples corollaires

par exemple, les Théorèmes IV, VII, VIII et XXVI, qui se déduisent facilement de la Prop. XXII,

En effet, il est clair qu'avec trois lignes données l'on ne peut construire qu'un seul et même
triangle, car si on le construit sur la même ligne prise pour base, l'on pourra bien, si le triangle

n'est pas isocèle, en faire deux du même côté, dont l'un aura son sommet à droite ou d'un côté de

la perpendiculaire supposée menée au centre de la base, l'autre son sommet à gauche ou du côté

opposé de la perpendiculaire
;
puis du côté opposé de la base l'on en fera deux autres dans les

mêmes conditions, mais il est évident que tous ces triangles pourront se renverser et se iuperposer

l'un à l'autre pour coïncider en tout ; donc



Sur la même hase et dit mé:ne côté de cette finie il ne peut y avoir deux (rumgha

dont les côléa meués à l'une den extrémités soient lujoux l'un à l'uut>e et les côtés menéa

à Vautre extrémité de la buse étjaux Vun à l'autre. (Eucl. VII. 1.)

Eli second lieu : ai deux triangles ont deux côtés de Vun é<j<inx à deux côtés de

Vautre et leurs hases aussi égales, Vangle continu par les deux côtés de Vun sera égal

à Vangle contenu par les deux côtés de Vautre. (Eucl. VIII. 1.)

En troisième lieu : ai deux triangles ont deux côtés de Vun égaux à deux rôtéa

de Vautre et l'angle cmitenu par h s côtés de Vun égal à Vangle contenu
/

,r les cÔléa

de Vautre; leurs hases ou troisièmes côtés seront égaux, et les surjaces ou superjicies des

deux triangles seront égales, et leurs autres angles sr.ront égaux respectivement, c'est-à-

dire, ceux auxquels les côtés égaux sont opposés. (Eucl. IV. 1.)

Et en dernier lieu (Théor. XXVI) où duux angles et un côté sont donnes pour trouver le

TMte il suffit de se rappeler que deux anyles donnent le troiHièmo, pour riS.linre les deux
|
luties

de renoncé à une seule, c'est-à-dire, nu cas où un côté est donné et les angles udjacetits
;
.a de ,uite

Von conclut à l'invariabilité du triangle et à son assinpiialion au cas ou les trois cotes sont . loin.es,

ce qui nous exempte uue des plus longues démonslrulions de tout le prtmici livre dcâ hkmenla.

Voici doue encore 4 propositions séparées réduites à une seule propo.îition plus générale.

Quant au proviso d'Euclide que pour remire possible la construction du triangle, il

faut q'ie deux quelconques des côtés soient ensemble plus grand que U tro,suU,>e coté, û

n'est vas essentiel de démontrer la vérité dj cet énonce comme le tait Kuclide (I .,.,>. XX puis-

nue la base c'est-à-dire, la ligne droite menée entre les points extrômes, ou angulanes .le la bnsc,

Lut la plus courte ligne que l'on puisse mener entre ces de.'.x point., toute autre d.nction pour

rejoindre ces points donne, nécessairement, la som.ne d.s .leux autres cotes du tr,.mgle plus gr.tnde

que la base' et Playfair lui-nu-^me dans un scolie, à la suite de sa démonstration de leii.>nce, udu.et

que de fait la chose est évidente, tel que nous l'avons déjà dit..

Si les côtés donnés pour conh.truire le triangle sont égaux, le triangle sera é(iniliitéral; donc

la prop. I. d'Euclide n'est autre chose qu'un caa particulier de la Prop. XXII et n'en devrait être

qu'un corollaire.

J'élimine de même comme Prop. démontrable la XXIIIéme du même livre qui pro-

pose de /aire un angle égalàun angle donné, ^i<vn n'est autre ehoM,quede^constniuv u„ t i.ngle

dont les côtes sont donnés, puisqu'on les prend à volonté
;
car sur les deux cotes de 1 angle d.jnne,

Ton n'a qu'a prendre des longueurs arbitraires, mener le troisième cote puis faire sur la ligne

doLné un triangle égal au triangle ainsi donné.

Vient ensuite le problème de !a bissedion d'un angle. Or une légère modification de la

construction du problème va opérer comme on le verra tout une vanaiite uuns la demoiiMiation et

prouver eiZre d'une manière autre que celle déjà indiquée l'égalité des angles à la base d un

triangle isocèle.

Soit la fig de la Prop. IX d'Euclide et qu'au lieu de conslrrire de l'autre côté de la base

un triangle équilatéral, ce soit un triangle isocèle égal au triangle, d.mné oa nue l'on ,;enl cnMd. ler

comme donné! puisque sur les côtés de l'angle doune on prend des longueurs égales a volonté pour

en relier les extrémités par une ligne qui fait la base.

Il n'y a plus qu'a mener la ligne joignant les sommets des doux trianglos qui sera, la bis-

sectrice voulue. On a aussi pour corollaire, comme dans le cas où non., supposions l'angle b'^'-^Mté

et une moitié du triangle se repliant autour de la bissectrice pour tomber sur huître moitié, l eg.dité

des anales à la base du triangle isocèle, sans la nécessité d'en f liro une piouvo spéciale comme e

fait Euclide à l'endroit de sa Prop. V ; car la base commune des deux triangles devient à son tour la

bissectrice dos angles opposés à, situés aux extrémités d( la base ei comme cos angles sont egiux par

construction et que les moitiés de choses égales sont éga>3s, donc etc.

Cette même construction donne comme celle d'Euclide la manière (Prop. X) de diviser une

liane en deux parties égales, et fait voir (comme Eucl. XI) le i)rocédé à suivre i>onr mener à une

Ivine une pcrpendicidaive d'un point donné hors de celte ligne. Euehde démontre (Prop.

XVIII ) que le plus grand côié de tout triangle est opposé au plus grnd angle ; pourquoi alors

la prop. suivante (XIX) qui démontre paiy:ne réduction à l'absurde que le pins grand angle de

tout triangle est opposé au plus grand côté.

En effet cette " réduction à l'absurde " se fait de suite et mentalement sous cette forme que

si dans tout triangle que l'on puisse concevoir, il est démontrable que le |.lns grand côté est opposé

au plus gmud angle, il ne peut exister de triai gle où ce ne soit point le cas.

Disons aussi ici de la Prop. VI que quoique la preuve directe s'en puisse faire et ressort

immédiatement de la preuve-faite de la proposition inverse, nue mentale réduction à l'absurde en

fait aussi foi ; car si de tous les triangles isocèles possibles l'on peut i.rouver (lue les angles à la

base sont égaux, il ne peut y en avoir on ce ce soit pas le cas.



Pourquoi misai fuirf dt-s (^nonorts dos Trop. XVI ot X^II (\ i oflnt qiin l'uiuffi' exftffifur

d'un triangle est pluH finntd que mn aiujle interii'ur et opposé t-t <|ii<' iltitjs aiiyhs d'un trûm-

(jls valent ennemhU rnoinn que deiu, uiu/IeH droUn) iIcm (li-iiKiiislnitioin Hi''|iuri''t'n, |iuiHi|iiu ce*

véiiti's ressortant (iirt'ctcmcnt ilo la l'rop. (tins g('iu5rali( XXXII t\\w \)iiH/le ex'érleur vnat le»

deux atit/IeH inléricAirn et Dppoxt'H et qui' len Irnin tiiKjlrH il'nii Ir'utttifli' vdvttt dviix nnifhH di'oU»
;

ciir pour di'nioiilrer cette (iurmèro l'rop. il millit do supijosur la parallt^'lii voiihii) pour voir du siiitu

la vérité de l'ënonctS se reposer sur les i^galiti^s dt^jà (''ifthlics i\ l'iMidroit do IVtuile di'S li«iieii

parallèles intersect(?t'8 par unn troisième lif^iin. Donc voili'i cncori' tioi.i propositions fondue»

eu une seule, et niainteiiunt qu'on sait faire un an<,'lt) t'j^al i\ un anj^lo iloinit', lu piinilU'le »up|.o>i'e

peut se reuiplacer jar une ligue nielle de même uoai. (l'.ucl. XXX I.)

Je ne vois aucune amélioration h. faire h la prouve, par Knclidi', du fait que dans tout

triangle le iilus giand eôt('' est opposi^ au iilus grand angle et n ciproqnenuiiit, non pi' m q Ii> drux

thdorêrnes XXIV et XXV ayant trait aux triangles (pii, sou» deux côtés riViproqut'nu nt
.
ganx, ont

des angles inclus dil1('r('nt.s, des bases inégales ; sauf comme je l'ai dii, à raccoiiicir la piiuv, •!

nommant les angles jar les seules lettres i\ leur» sommets respectifs, au lieu de taxer davautugi' la

mémoire en répétant constammtriit les trois lettres situées aux angles des figures.

Nous voilà maintenant en jirésenco des Prop XXX III et XXX IV d'Kuclide i"» l'etlVt ([iio

les lignes droites qui rtlient len e.dréndh'H de deux ll(jiien droites et iHindUlcH soid égales et

parallèles ; imis.que les eôtés et les avgles oi)pon's l'u n-paralUt'ijrumme sont egtiu.r ri que la

diagonale bissede le parailèlogranimn.

Commençons par le second de ces théorèmes et le pvemiir eu tirera toutes ses con-

clusions.

La Trop. XITI, enseigne ?i /aire «71 paralUlogramvi': ignl à un triavgh donné, c" ^vc

^'ailleurs l'on aurait jm tirci, par un 8iiui)le coiollalr.', de 1 1 I'i'M'. |'i'''':é lent'- q'ii i-u< 'ig i ; \
i- S'tr

même base et entre parallèles, le triangle est moitié du parallélogramme; au lieu d- recommcnurr

toute la construction.

Trop. XLIII, fiiit voir l'égalité des compL'munts des doux parallélogrammes autour du

diamètre du parallélogramme entier.

Pourquoi donc alors, au lieu de recommencer toute la coiistrectidii dnns la figure si'ixHiite,

ne pas déduire île suite et par co'olliurc du ihéoièuie, la iimiiière A^' faire le |.roliièiu • : celui d'fui

redanr/le donne sur une base lonnée. 11 sullirait de dire: soit donc K G igd, ici'U.-in.ii par le

dernier probir'iue) au triangle donné et H K la ligue donnée, que l'on dispo'^er, eii eoutinuatuiii do

G K sur une même droite G H
;
prolonger 1> K en A. nu m r juir le i->iiut, H, A D piirallele ;i K K

;

prolonger li G eu C, mener A K G ; en G f.iire G D laralKlu a G H et iirnL.ni;. i K K t n 1'", Il F

sera la figure voulue.

Mais voici qw'k la Prop. XLV l'on recommence toute cett(! eoiistrueti.ui, toute r,.it. preuve

pour en vetnr h enseigner eommeut s'y pivndre ]u,nvf'ire nu pardlèl,>gram,n é;t(d à nue liginr.

rediligne donnée, sous un angle dontit', au lieu de due siui, leiueiii ;

" Si donc le paralUMogramuie F II est fait égal i'i l'un des tri .ugles ci.ui|."sa .t- de !., tigun-

donnée, ut que le parallèldgrau.me éciuiaiigle G M égal à l'auiio tn.uigio coni,"Maiit 'le la lig ne (>i

c'est un quadrilatère ou à un des auties triangles cnnipo^ants, si c'est une tig .te île |.lus «le (jua.ro

côtés) lui soit appliqué, et que l'on continue ainsi le procédo avec les autres tiiuigos oo ii|iosaiUs,

l'on aura enfin la figure V M voulue.

Avant de ) asser au carré de l'hypoténuse Prop XLVII, Euclide nous rend le ,v rvice d'uri

problème eu règle pour nous diiv comment sur une ligue donnée, ou coiniruit un carré
;
mais pourijuoi

cela, puisque déjà l'on sait faire un p..rallèlogiammesur une ligue donnée et ;-ous un anglo donné, et

que la construction peut s'en indiquer eu quelciues mots connue simple cor. ou scolie.

Voilà enfin le carré de l'hypoténuse et pourquoi est-ce le " pont des âne.-.," simplement par la

prolixité de la j/reuve qui crée dans l'es|irit un parfait eidacenieut d'^iugl-s et de triangles se

croisant dans tons les seu.s. Je dis d'angles, parce que cotte nianioie do désigner cha |Ue auge

par 3 lettres au lieu d'une seule quand la chose est possible sans équivoque, fait (lue tout ve mêle

dans l'esprit do l'élève et qu'avant d'eu être rendu à la moitié de la preuve il ea a déjà oublié le

commencement.

Prenons la figure d'Eucliila, supprimons' la ligne BK pour n'opérer que d'un côté de la

perpendiculaire A L, jmisqne de la preuve do co côté l'on conoluora do snit;e à colle de l'autre.

Ecrivon.s en B, a, b, c, pour les trois angles coutigns et disons : b étant commun, a et c droits on a

a et b égal c et b, d'où les triangles K 15 G, D P. A dont les côtés éguix K 1'., 15 G — A B, B l> poi"-

preiinent lespectivemeut des angles égau.x, .sont égaux ; or le triangle E li G est moitié du carre li (x

sur même ba^e et entre mêmes paiallel..s, et le triangle ABU e.t do même moitié du rectangle liL,

et d'après l'axiome les moitiés sont comme les touts, donc B L = B G. Doue aus.ii L G = G H,

doue D G = B G + G II, doue etc.

Il e.'^t à [ciiie nécessaire de dire (luo je n'ni t'oint voulu enn-OMiir le risque de faire des

.suggestions aux (Jéomètr. s d'outriinior .sans luo .sentir fond! à le fairo et c'est pouniiioij ai

moi-même, récrit au fur et à mesure de ces roiuirques, tout le Pnmior Livr.? dos Kléinents dont

il s'agit, de l'ai écrit avec le luêiio eii-baînouient loiique ciuo ndui qui existe si adiiiiiMble-

meut siuis co npporl, entre tou.s les cliaiuotH do la trame euMèro do l'autour givc, tel que comnu'Uto

par le Dr Playfiiir, supp.isant il obt vi.ii ipiolquidiiis une eh no faite (U-i deviilf-nco peut se faire



cn.iuiKj lu hisspction d'un anglo, avant d'avoir dëmontrë comment le faire ; mais nés upposant jamais

dtiiiï un ilu'urùmu uuu chu ) prouvée ou démuuirëu sans qu'elle le fut déjà dans une proposition

prL^cédeiito.

Ma version do ce premier livre vlo l'Euclide de Pluyfair contient sana en excepter une

8url(j ttiuies lut c()uulusion8 coiitenuea dans les propositions (TluSorèmos comme Problèmes) corol-

niii\'» et «colioa do l'iiiyfuir.

Il n'y a <|ue les Problèmes, Prop. II et III dont je n'aie point fait mention, savoir:
" D'un point ihmné mnier une. lii/nr. droite d'une lonffiifiir donnée, et, de la jdus ijrande de deux
liijniii ili'oiten irtrauchvr n ne pu nia éijalc à la inoindre" persiridii ([uo je le suis cpie chacun

itdmetira i|Ue l'on peut de ce» deux propositions faire des postulats nu les déduire comme corol-

laires ou scolius, la poimière du 2ud postulat, la seconde du 3ème postulat, d'Kuclide.

Dans mou m 'rniire sut ce s^ijet, dont j'ui parli^ en eominencjant, comme ayant (5té lu ici en

18S3, je n'avais point tncore tout élubon^ tout récrit ce premier livre des Klémonts, pour me con-

v.iiiiiue de la possibilité, avec mou systônn! de prouve, do poursuivre d'une manière parfaitement

logi [ue toute la série des cent et ipieliiiies vérités mathématiques élémentaires auxquelles concluent

l'auteur giec ut sou commentateur l'hiyf lir.

J'étais encore moi--.ièine sous le coup de ce sentiment de crainte presque révérentielle que
l'on subit et à laqui-lle il est si dil]ii;ile de se soustraire quand on est ainsi en présence de ce que les

siècles ont épargné'. Je ne pouvais encore à cette date complètement m'émanciper de l'étreinte

dont j'ai parlé j
j'avais presque tout entrevu, mais point tout.

Il restait la comparaison des égalités et inégalités des triangles sous les diverses données

que l'on peut en proposer pour les résoudre savoir • les trois côtés—un cité et les angles adjacents

— un-côié, un aiiyle adjacent et un angle opposé—deux côtés et l'angle inclus— enfin deux côtés et

un angle opposé a l'uu d'eux— le cas des trois angles donnés n'admettant autre solution que celui

d'un triangle équiangle à \\\ tiianglj donné.

Je craignais comme Euclide lu, supposition d'une chose faite, dont la manière de faire n'avait

pas encore été déuioiiiréf, je craignais la luétlo le de la su|)erposition comme n'étant point d'une
miibéiuitiiue viguiMir; mais eiiiiu je me suis soustrait à ces craintes non fondées et fort de l'appui

(l- l'Iayf ir lui-mèuu', je viens aujourd'hui dei'iaudcir avec instance aux géomètres anglais de
l'Kurope de revoir enliu ce premier livre au moins dus Eléments, si non les autres, et de faire un
travail dont va bénéficier toute l'humanité scolaire de par le monde.

Et qu'on n'oublie point une chose sur laquelle j'insiste comme plus essentille q .l'on ne le

piMHO dans les dé'iuonstrations des théorèmes : l'eXiiresaion, d'un angle surt' ut, autant que possible

par la seule lettre placée à son sommet, quand il n'y a pas de danger do se méprendr» ^ur l'angle

que l'on veut exprimer, ou dans le cas contrain d'une lettre italii]ue j)lacée à son iuce ' r; certain

(j e je le s'ds et iiue chi^'un doit l'être que rapprochant ainsi les éléments de la p ..ive on en

saisira mieux les raiiports, les égalités, les différences — tout de même que quand on so sert comme
en alg bre de lettres cominii a + b=c— d pour indepier par exemtde des quantités numérique»,

on voit mieux le procédé iiue si l'on écrivait 'iô'S + 47o — 937 — 109 ; ou, l'angle ABC plus l'angle

1) \\ C est égal :\ l'angle E F H moin? l'angle M NO ; ou encore, le quadrilatère AB C D plus le

triangle E F X est l'g.d au parallélogramme M N O P moins le triangle F liS.

Comme je l'ai dit, j'ai moi-même récrit le livre (i)remier d'Euclide) pour me convaincre de
l'exactitude, do tout ce qui est ici consigné; mais no voulant point aulrenient m'imposer je laisse

lu tâche d'éditeur à de plus jeunes, do plus habiles commentateurs.

Déj:\ mon premier travail de 18G3 dans le sons do la simplification des Eléments d'Euclide,

a été apprécié en Angleterre, d'où j'ai reçu en 188G un diplôme honorifique de

" Membre de la Société dos Sciences, Lettres et Arts de Londres."

PniasR nmintcnnnt ce mémoire supplémentaire avoir l'effet d'engager à y donner .suite dans

les intérêts de l'Education.




